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خاص نسبیت با آشنایی

ͳشریعت احمد

١٣٩٣ شهریور ۵

چ΋یده

این ام. کرده تهیه (١٣٩٣ (تابستان Έفیزی المپیاد ی دوره به خاص، نسبیت درس ی برا که است یی یادداشتها اینها

اشتباه ها قطعاً یادداشتها این کنند. Έکم ͳدرس مطالب یادآوری در دانش آموزان به که شده نوشته این ی برا فقط یادداشتها

زیر ͳنشان در مͳ توانید کرد، خواهم تهیه درس این ی برا که را یی نمودارها و عکسها ی بقیه و متن، این دارند. ی زیاد ی

کرد. خواهد تغییر هفته هر قاعدتاً چون نکنید، چاپ را متن این است بهتر بیابید.

https://www.dropbox.com/sh/836ukcsvjd0h2t6/AADDeUG6v0ZEIdDCpQdcwl9Oa

ͳبطلمیوس هیئتِ و ارسطویی ِΈفیزی ١

خورشید، ماه، ͳیعن آسمان، مͳ شد: تقسیم بخش دو به جهان ارسطویی Έفیزی در بود. رایج ارسطویی Έفیزی گالیله از پیش

که قمر، تحتِ ِΈفل اصطلاح به یا ماه، از پایین تر عالم و مͳ گردند، زمین دور به که بود آن بر تصور که ستاره ها، و سیاره ها،

آتش. و هوا)، (یا باد آب، زمین)، (یا خاک شده: ساخته عنصر چهار از چیز همه ماه از پایین تر عالم̮ در آن. جو و زمین ͳیعن

اند. شده ساخته عنصرِپنجم یا اثیر نام به ی پنجم عنصر از ͳآسمان اجسام

و آن، از بعد هوا یِ ͳطبیع جای گاه̃ است، آن دورِ به آب یِ ͳطبیع جای گاه̃ است. زمین مرکزِ خاک یِ ͳطبیع جای گاه̃

خاک بریزیم، ی ظرف در را آب و خاک ی مقدار اگر آسمان. از قبل و این ها، دور به است ای کره آتش یِ ͳطبیع جای گاه̃

اجسام و است آب یِ ͳطبیع جای گاه̃ زیرِ خاک یِ ͳطبیع جای گاه̃ ارسطویی: توضیح̮ مͳ ایستد. آن یِ رو آب و مͳ شود ته نشین

کس هر است: ارسطویی اصل این ی بیان کننده خوبی به مولوی شعر از بیت این برگردند. خود یِ ͳطبیع جای گاه̃ به دارند تمایل

خویش. وصل̥ روزگارِ جوید باز خویش؛ اصل̥ از ماند دور کو ی
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https://www.dropbox.com/sh/836ukcsvjd0h2t6/AADDeUG6v0ZEIdDCpQdcwl9Oa
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تحتِ عالم̮ در نیرو). اثر بر حرکت ͳیعن) قسری حرکتِ و ،ͳطبیع حرکتِ است: نوع دو بر حرکت ارسطویی، ِΈفیزی در

ͳطبیع حرکتِ است. پایین سمتِ به رفتن هم آب یِ ͳطبیع حرکتِ است . زمین مرکزِ سمتِ به رفتن خاک یِ ͳطبیع حرکتِ قمر،

است. ثابت سرعتِ با دایره یِ رو حرکت ͳآسمان اجسام̮ یِ ͳطبیع حرکتِ است. بالا سمتِ به آتش و هوا یِ

قسری پس نیست، ͳطبیع حرکت این مͳ شود. رها کمان از که ی تیر مثلا̈ بΎیرید، نظر در را پرتابه Έی حرکتِ اکنون

در دارد. ͳمحرک حتما مͳ رود بالا سمتِ به ابتدا تیر اگر نیست. مم΋ن محرک بی  قسری حرکتِ ارسطویی Έفیزی در است.

هوا کمان، زه̃ از تیر شدنِ جدا از بعد مͳ گفتند ارسطوییان چه؟ زه از تیر شدنِ جدا از پس اما است، کمان زِه̃ تیر محرکِ امر بدو

برود. بالا به که مͳ کند وارد نیرو تیر به که است

مͳ توانیم را معادله این  . F = k v ش΋ل به ای معادله ͳیعن اند، متناسب هم با سرعت و نیرو که مͳ کردند تصور ارسطوییان

Έی روغن کند، حرکت روغن در ی جسم اگر بΎیرید. نظر در روغن یا آب مثل̥ ی سیال بفهمیم. ͳنیوتن Έدینامی Έکم به

یی، نیرو جسم این به کنید فرض اکنون  . f = −k v داریم ͳیعن مͳ کند، وارد جسم به سرعت با متناسب اصط΋اک یِ نیرو

داشت خواهیم نیوتن دوم̮ قانونِ بر بنا کنیم. وارد ،΁ن Έی با مثلا̈

F + f = ma (1)

a = 0 شرط̃ با حد سرعتِ مͳ رسد. حد سرعتِ به ش سرعت ی مدت از پس کند، حرکت به شروع س΋ون حالتِ از جسم اگر

داریم که است ΀واض حالت، این در مͳ آید. دست به

F = k v. (2)

سپهرِ (مرکزِ کره این مرکزِ چسبیده. ماه) (سپهرِ بلورین ای کره به که اثیر جنس از است ی جسم ماه ارسطویی، مدلِ در

به است، اثیر جنس̥ از که هم، (عطارد) تیر مͳ چرخد. ثابت سرعتِ با محور Έی دورِ به کره این و است زمین مرکزِ تقریباً ماه)

بعد ترتیب؛ همین به است (زهره) ناهید بعد است. ماه سپهرِ شعاع̮ از بزرگتر آن شعاع̮ که چسبیده تیر) (سپهرِ بلورین ای کره

ستاره ها سپهرِ اند. چسبیده آن به (ثوابت) ستاره ها که است ای کره بعد و کیوان، بعد مشتری، بعد مریخ، بعد است، خورشید

اگر که کنید دقت بود. ارسطویی مدلِ در ابتدایی تصور تصور، این مͳ چرخد. زمین دور به بار Έی ساعت چهار و بیست هر

قدیم منجمین̥ ثابت. سرعتِ با است دایره زمین دورِ به ͳآسمان اجسام̮ یِ همه مدارِ باشد، زمین مرکزِ سپهرها این یِ همه مرکزِ

را مدل اس΋ندریه، اهل̥ بطلمیوس، نام̮ به ی منجم بدهد. توضیح را ماه و سیاره ها حرکتِ نمͳ تواند ساده مدل این که مͳ دانستند

رو سیاره کرد: اصلاح نحو این به را مدارها و کرد، توجه سیاره ها مدارِ به فقط دانست. زائد را بلوری ی کره ها او کرد. کاملتر

حامل ِΈفل به موسوم ای دایره ی رو ش خود که است ای نقطه دایره این مرکزِ مͳ کند، حرکت تدویر ِΈفل به موسوم ای دایره یِ
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منطبق زمین بر دقیقا حامل ِΈفل مرکزِ است. (deferent) حامل Έفل بزرگ ی دایره است. زمین آبی یِ نقطه :١ ش΋ل

معدل المسیر به را زمین که است ͳپاره خط وسط̃ نقطه این شده.) مشخص ͳافق خط Έی با ش΋ل در که است ای (نقطه نیست.

ِΈفل مرکزِ به را معدل المسیر که ی خط مͳ کند. حرکت epicycle تدویر ِΈفل رویِ A یِ نقطه سیاره، مͳ کند. وصل equant

مͳ کند وصل سیاره به را (epicycle) تدویر ِΈفل مرکزِ که ی بردار مͳ چرخد. ثابت یِ زاویه ای سرعتِ با مͳ کند وصل تدویر

مͳ کند. وصل خورشید به را زمین که باشد ی بردار یِ موازی همواره که مͳ چرخد چنان
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یِ صفحه را سیاره مدارِ کنیم. بیان امروز ریاضیاتِ زبانِ به را این بΎذراید است. زمین مرکزِ حامل ِΈفل مرکزِ مͳ کند. حرکت

این با سیاره حرکتِ باشد. x محورِ یِ رو سیاره صفر یِ لحظه در کنیم فرض است. مختصات مبداء در زمین بΎیریم. (x, y)

مͳ شود: داده معادله ها

x(t) = a cos(ω t) + b cos(Ω t) (3)

y(t) = a sin(ω t) + b sin(Ω t) (4)

 a ،طول تا دو مͳ شود: مشخص ͳحقیق پارامترِ چهار با حرکت است. تدویر ِΈفل شعاع̮ b و حامل، ِΈفل شعاع̮ a جا این در

ی بردار یِ راستا فقط چون که است این ب΋نیم توجه آن به باید که ی جالب یِ نکته  . Ω و ω زاویه ای، سرعتِ تا دو و ، b و

تغییر راستا این که آن بی کرد، ضرب ی دلخواه عدد هر در را  b و  a توان  ͳم است، مهم مͳ کند وصل سیاره به را زمین مرکزِ که

اند. بی بˇعد هم سه هر که دارد، ͳحقیق پارامتر سه فقط عملا مسئله ͳیعن است. مهم a/b نسبت فقط ترتیب این به کند.

توصیف ی خوب نسبتاً نحو به را ماه) (و سیاره ها مدارِ سیاره، هر یِ برا پارامترها این تعیین̥ با بودند توانسته قدیم منجمین̥

بΎیرند. نظر در زمین مرکزِ از غیر ای نقطه را حامل ِΈفل مرکزِ که بوده این هم دیΎر یِ نوآوری Έی کنند.

ͳ΋کوپرنی انقلابِ ٢

این در .«ͳآسمان اجسام̮ گردش̥ یِ باره «در نام̮ به شد منتشر او از ی کتاب سال همین در و مرد، ١۵۴٣ سالِ در Έکوپرنی 

تیر، جهان. مرکزِ در است ای کره خورشید مدل، این اساس̥ بر بود. کرده پیشنهاد هیئت ی برا ی جدید مدلِ Έکوپرنی کتاب،

ای کره ماه مͳ گردند. خورشید دورِ به یی مدارها بر ترتیب همین به که هستند یی سیاره ها کیوان، و مشتری، مریخ، زمین، ناهید،

Έکوپرنی استدلالِ که این ندارند. حرکت خورشید به نسبت ͳیعن اند، ثابت ی اجسام ستاره ها و مͳ گردد. زمین دورِ به که است

اکتفا نکته چند ذکرِ به فقط ͳ΋کوپرنی مدلِ موردِ در بشویم. آن واردِ نمͳ خواهیم که است ای مسئله بوده چه مدل این یِ برا

مͳ کنیم. 

ترکیب ͳآسمان اجسام̮ حرکتِ هم هنوز است. تدویر ِΈفل و حامل ِΈفل از ی ترکیب اجسام مدارِ هم ͳ΋کوپرنی مدلِ در •

است.  دایره ای یِ حرکت ها از ی

اند!  زمین مثل̥ لابˇد هم دیΎر یِ سیاره ها دیΎر، بیانِ به است. سیاره ها یِ بقیه مثل̥ زمین  •

۴

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



#۵ — ۵ page — ٩:٠٣ — ٢٠١۴/٨/٢٧ — “SR-for-olympiad”

همواره ناهید و تیر که ،ͳنجوم واقعیتِ این مͳ کند. ͳمعرف ͳنجوم واحدِ عنوانِ به را خورشید تا زمین یِ فاصله Έکوپرنی  •

ی خاص یِ زمانها در که دارند خورشید از زاویه ای یِ فاصله بیشترین Έی کدام هر و مͳ شوند، دیده خورشید ِΈنزدی

از ناهید و تیر یِ فاصله زاویه این سنجش̥ به Έکوپرنی و دارد، ساده بسیار ی علت ͳ΋کوپرنی مدلِ در مͳ دهد، روی

آورد. دست به را خورشید

R = sinαAU. (5)

دارد. ای ساده تعبیرِ ͳ΋کوپرنی مدلِ در آسمان، در کیوان و مشتری و مریخ یِ ͳبازگشت حرکتِ •

x1 = cos t y1 = sin t (6)

x2 = 1.5 cos(0.5 t) y2 = 1.5 sin(0.5 t) (7)

tan θ =
1.5 sin(0.5 t)− sin t

1.5 cos(0.5 t)− cos t
(8)

گالیله ٣

داشتند، هم مذهبی و ͳسیاس اعتبارِ که ارسطویی، ِΈفیزی طرفدارانِ کرد. تبلیغ آن یِ برا و پذیرفت را ͳ΋کوپرنی مدلِ  گالیله

ِΈفیزی با خورشید دورِ  به و خودش دورِ به زمین حرکتِ که بود این ͳبطلمیوس هیئتِ طرفدارانِ استدلالِ افتادند. در گالیله با

ارسطوییان استدلالِ به جهت چند از گالیله نمͳ شویم. حرکت این متوجه̃ چرا که بود این استدلال اساس̥ نمͳ خواند. ارسطویی

داد.  ΁پاس

ای گلوله بود: این استدلال یِ نحوه ندارد. محرک به نیاز ͳصیقل یِ ͳافق ̮΀سط بر حرکت که داد نشان آزمایش با گالیله

رو ی زیاد نسبتاً مسافتِ گلوله هست. ͳصیقل یِ ͳافق ̮΀سط Έی شیبدار ̮΀سط انتهایِ در مͳ کنیم. رها شیبدار ̮΀سط Έی از را

گرفت نتیجه گالیله مͳ رود. ی بیشتر مسافتِ گلوله کنیم، ͳصیقل بیشتر را ΀سط اگر اما شود. متوقف تا مͳ رود ͳافق ̮΀سط یِ

بل است، نیرو) ͳیعن) محرک نیازمندِ که نیست حرکت پس کرد. کم مͳ توان را مان΄ این و است، حرکت مان΄̮ اصط΋اک که

مͳ شود. حرکت شدنِ کند باعثِ جا این در نیرو) ی (نوع اصط΋اک که
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داخل̥ در باشد، حرکت حالِ در ثابت سرعتِ با آرام، یِ دریا یِ رو ای ͳکشت اگر شد: مهم بسیار یِ نکته این متوجˈه̃ گالیله

یا اتوبوس ما یِ برا مͳ دهند. روی ساکن یِ ͳکشت Έی در که مͳ دهند روی ی طور همان درست ͳ΋فیزی یِ اتفاق ها ،ͳکشت

ͳافق یِ جاده یِ رو ثابت سرعتِ با که حرکت، حالِ در اتوبوس̥ Έی در اگر است. ی ملموس تر مثالِ حرکت حالِ در قطارِ

،ͳیعن مͳ افتد. قائم خط̃ Έی امتدادِ در سنگ کنید، ول تان دست ِ از را ی سنگ اید ایستاده که ی حال در مͳ کند، حرکت

وجه هیچ به ارسطویی ِΈفیزی که است ی چیز این بود. ساکن اتوبوس اگر که مͳ افتد ی طور همان درست اتوبوس، به نسبت

کند. توجیه را آن نمͳ تواند

مطلق، یِ فضا Έی و هست مطلق زمانِ Έی کنیم) تکمیل مͳ دانیم امروزه که یی چیزها با را آن (اگر ارسطویی ِΈفیزی در

ͳیعن) محرک نیازمندِ ارسطویی، ِΈفیزی دیدِ از مطلق، یِ فضا به نسبت حرکت معنͳ دارد. مطلق یِ  فضا این به نسبت حرکت و

مͳ پردازیم. مطلق یِ  فضا مفهوم̮ به جا این در کرد. خواهیم صحبت بعداً مطلق زمانِ یِ باره در است. نیرو)

یِ خط کش ها با که ای ͳطول روابط̃ ͳیعن است. ͳاقلیدس یِ هندسه همان فضا این یِ هندسه ارسطویی. مطلق̥ یِ فضا

هندسه یِ ͳهم نهشت همان که هست ͳهم نهشت یِ رابطه Έی فضا این در کرد. تحقیق مͳ توان صˇلب ساکن̥ اجسام̮ یِ برا صˇلب

بزنیم. مثال Έی است خوب کنیم درک بهتر را فضا این که آن ی برا است. ͳاقلیدس یِ

ی سنگ و است) ساکن آن به (نسبت ایستاده اتوبوس در ی شخص است. حرکت حالِ در ͳافق یِ جاده ِ ی رو ی اتوبوس

چیست؟ ایستاده جاده کنارِ که ی کس دیدِ از سنگ مسیرِ است. قائم راستِ خط̃ Έی اتوبوس در سنگ مسیرِ مͳ کند. ول را

سرعتِ با دارد پرتابی حرکتِ Έی جاده کنارِ ناظرِ به نسبت سنگ، واق΄ در است! ͳسهم Έی مسیر این که مͳ دانید شما ی همه

سنگ (مسیرِ نقاط از مجموعه Έی که مͳ شود مΎر مͳ پرسد: است معتقد ارسطویی مطلق̥ یِ فضا به که ی کس .ͳافق یِ اولیه

مͳ پرسند: طور این ی کسان چنین معمولا˦ اند؟ هم نهشت ͳسهم و راست خط̃ مΎر سهمͳ؟ هم باشد راست خط̃  هم فضا) در

سهمͳ؟ یا مͳ شود راست خط̃ بالاخره کنیم، وصل هم به را نقاط از دنباله این اگر است. یی جا Έی در لحظه هر در سنگ

ساکن ناظرِ دیدِ از است، راست خط̃ Έی اتوبوس در ساکن ناظرِ دیدِ از جسم این مسیرِ است: این مͳ دهیم امروز که ی ΁پاس

Έی دیΎر حالا نداریم. اعتقاد ارسطویی مطلق ی فضا به دیΎر گالیله از پس که است این نکته است. ͳسهم Έی جاده در

داریم. (ͳنیوتن (یا گالیله ای فضازمانِ

۶
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گالیله ای فضازمانِ ۴

ͳیعن رویداد رویداد. نام̮ به هست ی مفهوم ما بحثِ در نقطه متناظرِ است. نشده تعریف مفهوم̮ Έی نقطه ͳاقلیدس یِ  هندسه در

در است: رویداد Έی بخورند هم به اگر سنگ تا دو مثلا مͳ دهد. ی رو خاص یِ لحظه Έی در فضا ی جا Έی در که ی اتفاق

تا دو اگر مثلا مثال. این یِ نقطه ای حدِ به رفت باید البته، اند. خورده هم به سنگ دو این خاص ی زمان در و خاص، یی جا

پس کوچ΋تر. جسم̮ ی زیاد بسیار تعدادِ از شده تش΋یل ماشین هر که است ΀واض داریم؟ رویداد Έی آیا بخورند هم به ماشین

کیلومتر چند طولِ به جاده Έی طولِ مقیاس̥ در اگر البته رویداد. ی زیاد تعدادِ از است مجموعه ای واق΄ در ماشین دو تصادفِ

است. رویداد Έی واقعاً هم با خودرو دو برخورد کنیم، ͳبررس را مسئله

چیست. زمان ببینیم مͳ شود. مشخص آن دادنِ روی زمانِ با داده، رخ ی موق΄ چه رویداد Έی که این

مسئله دیΎر. تغییراتِ و جانوران، رشدِ گیاهان، رنگِ تغییرِ تا گرفته، اجسام حرکتِ از مͳ دهد. رخ ی زیاد تغییراتِ دنیا در

هر مͳ سازیم. ساعت ما کار این یِ برا کنیم. ͳپیش بین بتوانیم که ی طور بفهمیم، را تغییرات این نظم̮ که است این Έفیزی یِ

مشخص کننده ما یِ برا عقربه موض΄̮ یا حالت مͳ کند. حرکت که (عقربه) دارد ی نشان گر Έی که ای وسیله  Έی ͳیعن ی ساعت

کنید دقّت دارند. قرار ی خاص  وضعیتِ در ساعت یِ عقربه ها ͳیعن است، هفت ساعت مͳ گوییم ی وقت مثلا̈ است. زمان یِ

است. بزرگ ساعتِ Έی یِ عقربه  مثل̥ واق΄ در هم زمین یِ کره وضعیتِ که

آن جواب: بΎیریم؟ ͳزمان سنج مرج΄̮ را ساعت کدام داشت. خواهند اختلاف هم با مختلف یِ ساعت ها مͳ گوید تجربه

انسانِ Έی نبض̥ اول، ساعتِ بΎیرید. نظر در را ساعت دو این مثال: شوند. ساده تر Έفیزی قوانین̥  شود باعث که ی ساعت

دورِ به زمین چرخش̥ دور هر زمین. یِ کره دوم، ساعتِ شمردن. به کنیم شروع و بΎیریم، ثانیه Έی را نبض ضربانِ هر خاص.

بهتر ش علت دیدنِ یِ برا چرا؟ شوند. ساده تر Έفیزی قوانین̥ مͳ شود باعث دوم ساعتِ این بΎیریم. زمان واحدِ Έی را خودش

به خاص ساختمانِ Έی یِ بالا از مͳ شود، رها س΋ون از که سنگ Έی که مͳ کشد طول قدر چه بΎیرید. نظر در را مثال این است

موق΄̮ در شخص آن که داشت خواهد ͳبسته گ این به بسنجیم، خاص شخص̥  آن نبض̥ ͳیعن اول، ساعتِ با اگر برسد؟ زمین ̮΀سط

خواب آزمایش هنگام̮ در اگر بود. خواهد بزرگتر عدد این باشد، کرده ورزش آزمایش از قبل اگر باشد. ͳحال چه در آزمایش

آن ِΈفیزیولوژی وضعیˈتِ باید کنیم، حل را سنگ Έی افتادنِ یِ مسئله که آن یِ برا پس بود. خواهد کوچΈ تر عدد این باشد

بود. نخواهد چنین بΎیریم نظر در ساعت عنوانِ به را زمین اگر اما ب΋نیم. مان معادلاتِ واردِ هم را خاص شخص̥

تعریف را استاندارد ساعتِ زمین چرخش̥ ͳیعن بود، ثانیه تعریفِ  ی مبنا زمین یِ ͳوضع چرخش̥ نوزدهم، قرنِ اواخرِ تا

یِ ͳوضع حرکتِ مͳ توانندِ که یی اختلال ها زیرا استاندارد، ساعتِ شد خورشید دورِ به زمین حرکتِ نوزدهم قرنِ اواخرِ مͳ کرد.
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قرنِ اواسط̃ از کنند. عوض را خورشید دورِ به زمین حرکتِ مͳ توانند که یی اختلال ها تا دارند ی بیشتر اثرِ کنند عوض را زمین

برا خاص اتم̮ Έی خاص̥ گذارِ نوع Έی از که است ای وسیله  ͳاتم ساعتِ اند. شده ثانیه تعریفِ یِ مبنا ͳاتم یِ ساعتها بیستم،

مͳ کند. تعریف را زمان که است بسامد این مͳ شود. استفاده معیار بسامدِ Έی کردنِ درست یِ

مختصات تغییر ۵

صفحه در متقاط΄ خط دو است. چΎونه صفحه در ͳدکارت یِ مختصه ها کردنِ تعریف که بیاوریم یاد به ابتدا است خوب

انتخاب مثبت جهتِ Έی و طول واحدِ Έی خط ها از Έی هر ی رو مͳ نامیم. y و x یِ محورها را خط دو این مͳ کشیم.

اکنون مͳ گیریم. خط دو تقاط΄̮ محل̥ مͳ دهیم، نشان O با معمولا˦  که را، مبداء باشند. هم مثل̥ واحدها که نیست لازم مͳ کنیم.

را محور دو این تا ب΋شیم، y و x یِ محورها موازاتِ به خط، دو A از مͳ توانیم بΎیریم، نظر در صفحه در A مثل̥ ای نقطه اگر

مͳ آید. دست به A یِ نقطه یِ مختصه ها ترتیب این به کنند. قط΄

یاد به اما مͳ گیریم. ͳ΋ی را محور دو این یِ رو طول واحدِ معمولا˦  و مͳ گیریم، هم بر عمود را y و x ی محورها معمولا˦

نیستند. ͳهمیشه گ و اجباری انتخاب ها این که باشید داشته

زیر یِ تغییرمختصه  اکنون باشد. سانتͳ متر هم دو هر یِ رو طول واحدِ و باشند، عمود هم بر y و x یِ محورها کنید فرض

بΎیرید. نظر در را

X = 2x− y (9)

Y = x+ y. (10)

است: این آن حل̥ کرد. حل و گرفت نظر در مجهول دو با معادله دو دستگاه̃ Έی عنوانِ به مͳ توان را تغییرِمختصه ها این

x =
1

3
X +

1

3
Y (11)

y = −1

3
x+

2

3
y. (12)

مͳ آید. دست به y = −x خط̃ باشد، Y = 0 اگر مثلا̈ داشت. خواهیم خط Έی دهیم، تغییر را X و بΎیریم ثابت را Y اگر

مثلا̈ مͳ آید. دست به خط Έی دهیم، تغییر را Y و بΎیریم ثابت را X اگر ترتیب همین به است. X محورِ واق΄ در خط این

طول واحدِ است X محورِ یِ  رو که (X = 1, Y = 0) یِ نقطه است. Y محورِ همان y = 2x خط̃ ͳیعن که X = 0 خط̃
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یِ رو طول واحدِ است، Y محورِ یِ رو که (X = 0, Y = 1) یِ نقطه ترتیب، همین به مͳ کند. مشخص را محور این یِ رو

نیست. سانتͳ متر همان دیΎر واحد دو این که کنید دقّت مͳ کند. مشخص را Y محورِ

انعکاس و دوران ۶

یِ نقطه α یِ زاویه یِ اندازه به z محورِ دورِ به دوران اثرِ بر بΎیریم. نظر در را z محورِ دورِ به (x, y) ی صفحه در دوران ابتدا

داریم. که مͳ رود، (x′, y′) یِ نقطه به (x, y)

x′ = x cosα− y sinα (13)

y′ = x sinα+ y cosα (14)

اگر نمͳ شود. عوض ( z ِمحور ͳیعن) مبداء تا نقطه یِ فاصله دوران، اثرِ بر که کنیم توجه است ͳکاف مطلب این اثباتِ یِ برا

داریم باشد r فاصله این

x = r cos θ, y = r sin θ (15)

داریم دوران اثرِ بر که است ΀واض

x′ = r cos(θ + α) = r cos θ cosα− r sin θ sinα (16)

y′ = r sin(θ + α) = r cos θ sinα+ r sin θ cosα (17)

داریم α یِ اندازه به z محورِ دورِ به دوران اثرِ بر بعدی، سه  یِ فضا در که کنیم دقت
x

y

z

 7→


x′

y′

z′

 =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1




x

y

z

 (18)

ͳیعن دقیقاً که
x′ = x cosα− y sinα

y′ = x sinα+ y cosα

z′ = z

(19)
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است. α یِ اندازه به z محورِ دورِ به دوران ماتریس̥ زیر، ماتریس̥

R(z, α) =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 (20)

اند: چنین y و x یِ محورها دورِ به دوران، یِ ماتریس ها که دهید نشان تمرین عنوانِ به

R(x, α) =


1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα

 (21)

R(y, α) =


cosα 0 sinα

0 1 0

− sinα 0 cosα

 (22)

کم فرصت این در متاسفانه مͳ کنیم. فهرست جا این در که دارد مهم یِ ͳویژه گ چند باشد، دوران ماتریس̥ Έی  R اگر

نیست. اینها اثباتِ یِ ارائه ام΋انِ

RRT = RRT = I (23)

عوض با که ی ماتریس ͳیعن ماتریس، Έی یِ ترانهاده که مͳ کنیم یادآوری است. آن وارونِ دوران، ماتریس̥ یِ ترانهاده ،ͳیعن که

مثلا̈ مͳ آید. دست به ستون ها و سطرها یِ جا کردنِ

 a b c

d e f


T

=


a d

b e

c f

 (24)


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1



T

=


cosα sinα 0

− sinα cosα 0

0 0 1

 = R(z,−α) (25)
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مثال: است. 1 هموراه دوران ماتریس̥ دترمینانِ

detR(z, α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cos2 α+ sin2 α = 1 (26)

∣∣∣∣∣∣∣∣یادآوری:
a b

c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a d− b c (27)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c

d e f

g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣∣∣
e f

h i

∣∣∣∣∣∣∣∣− b

∣∣∣∣∣∣∣∣
d f

g i

∣∣∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣
d e

g h

∣∣∣∣∣∣∣∣ (28)

= a e i+ b f g + c d h− c e g − b d i− a f h (29)

زاویه زیر فرمولِ با مͳ گویند) trace یا رد آن به (که ͳاصل قطرِ عناصرِ مجموع̮ که است این دوران ماتریس̥ دیΎرِ خاصیتِ

مͳ دهد. را دوران یِ

trR = 1 + 2 cosα (30)

بΎیرید نظر در را زیر ماتریس̥ مثال،

R =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

 (31)

که کنید دقّت است. 120◦ یِ اندازه به (1, 1, 1) محورِ دورِ به دوران ماتریس این

trR = 0 = 1 + 2 cos 120◦ (32)

دورانِ است. صفر دورانِ جز به ی دوران هر منظور (البته نمͳ شود. عوض دوران اثرِ بر که است ی خط تنها دوران محورِ

باید بیابیم، را دوران محورِ که آن یِ برا واق΄، در نمͳ کند.) تغییر ی خط و نقطه هیچ آن اثرِ بر که ندادن، دوران ͳیعن صفر

نمͳ شوند. عوض ماتریس اعمالِ اثرِ بر که بیابیم را یی بردارها
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مختصات یِ محورها دورانِ ٧

کنید: توجه زیر یِ فرمول ها به اکنون
x′ = x cosα+ y sinα

y′ = −x sinα+ y cosα

z′ = z

(33)

(x′, y′, z′) یِ مختصه ها به (x, y, z) یِ مختصه ها از ،ͳدکارت یِ مختصه ها تغییرِ Έی تعریفِ عنوانِ به را فرمولها این مͳ توانیم

محورِ دورِ به (x, y, z) یِ محورها دورانِ از (x′, y′, z′) یِ محورها که دید مͳ توان ͳساده گ به صورت، این در بΎیریم. نظر در

(x′, y′, z′) و اند ثابت محورها 19 در کنید. دقّت 19 ی فرمولها با فرمولها این فرقِ به مͳ آیند. دست به α یِ اندازه به z

در ͳقبل یِ  نقطه همان یِ مختصه ها (x′, y′, z′) و اند، چرخیده محورها 33 در اما اند. دوران یافته یِ نقطه یِ مختصه ها

است. جدید یِ مختصه ها

انعکاس ٨

بΎیرید. نظر در را زیر تبدیل̥

(x, y, z) 7→ (x, y,−z) (34)

رو نقاط̃ که کنید دقّت است. z = 0 یِ صفحه در ͳیعن (x, y) یِ صفحه در که ای آینه در انعکاس جز نیست ی چیز تبدیل این

منعکس آینه در (0, 0, z) ش΋ل̥ به ی نقاط ͳیعن z محورِ یِ رو نقاط̃  و نمͳ کنند، تغییر (x, y, 0) ش΋ل̥ به ی نقاط ͳیعن آینه، یِ

است: این فوق تبدیل̥ ماتریس̥ که است ΀واض مͳ شوند). تبدیل خود یِ قرینه (به مͳ شوند
1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 (35)
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داشته را خاصیت دو این که ی ماتریس هر است. detR = −1 علاوه به و RT R = I ͳیعن که است، متعامد ماتریس این

مثلا̈ است. صفحه Έی به نسبت انعکاس یِ کننده بیان باشد

I(α) =


− sinα cosα 0

cosα sinα 0

0 0 1

 (36)

است: زیر یِ صفحه آینده یِ صفحه I(α) این یِ برا که بدهید نشان تمرین عنوانِ به

{
(x, y, z) | x

y
=

cosα

1 + sinα

}
(37)

کنیم. توجˈه ساده مثالِ دو به ابتدا است خوب

I(
π

2
) =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (38)

است. x = 0 یِ صفحه در انعکاس وضوح به که

I(π) =


0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

 (39)

است: زیر یِ صفحه انعکاس یِ صفحه که مͳ شود دیده ͳساده گ به

{(x, y, z) | x = −y} (40)

RRT = I detR1 دوران (41)

RRT = I detR− 1 انعکاس (42)
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مثلا: است. دوران Έی انعکاس زوج) تعدادِ (یا دو ترکیبِ

I1 =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 I2 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 (43)

ندارد) ͳبسته گ هم ترتیب به (که دو این ترکیبِ است. y = 0 یِ صفحه در انعکاس I2 و x = 0 یِ صفحه در انعکاس I1

مͳ شود

I1 I2 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 = R(z, π) (44)

است. 180◦ یِ اندازه به z محورِ دورِ به دوران که

سرِ را نکته (این است. دوران محورِ بر عمود یِ صفحه به نسبت انعکاس Έی و دوران Έی ترکیبِ متعامد تبدیل̥ کلͳ ترین

ی متعامد تبدیل̥ هر که کرد ثابت مͳ توان متش΋رم.) او از کرد. یادآوری دانش آموزان از ی Έی بودم، نگفته درست کلاس

کنید: دقت زیر یِ محاسبه به ابتدا مطلب این دیدین̥ یِ برا صفحه. به نسبت انعکاس ی تعداد ترکیبِ با است برابر − sinα cosα

cosα sinα


 − sinβ cosβ

cosβ sinβ

 =

 cosα cosβ + sinα sinβ − sinα cosβ + cosα sinβ

sinα cosβ − cosα sinβ cosα cosβ + sinα sinβ


(45)

=

 cos(α− β) − sin(α− β)

sin(α− β) cos(α− β)

 (46)

اینک نیست. ی΋تا نوشتن این البته و نوشت، انعکاس دو ترکیبِ صورتِ به مͳ توان را z محورِ حولِ دوران مͳ دهد نشان که

(جزئیاتِ نوشت. انعکاس تا سه ترکیب صورتِ به را آن مͳ توان که است ΀واض بΎیریم، نظر در را زیر ش΋ل̥ به ی ماتریس اگر

شما.) با اثبات

A =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 −1

 (47)
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موج ٩

اول، مͳ کنیم. شروع را ͳبررس مثال چند با است. موج موضوع̮ داریم، لازم نسبیˈت بحثِ به ورود از پیش که ی دیΎر یِ مقدمه

مختل را استخر ی چیز و نوزد) (باد باشد ساکن استخر یِ بالا یِ هوا اگر بΎیرید. نظر در را استخر Έی آب. ̮΀سط امواج̮

آن در یی موج ها کنیم، مختل را آب ̮΀سط سنگ Έی انداختن̥ با مثلا̈ اگر حال مͳ ایستد. ͳافق کاملا̈ استخر آبِ ̮΀سط نکند،

ی سرعت حرکت این مͳ کند. حرکت که است بودن ͳافق از آب ̮΀سط انحرافِ Έی واق΄ در آب ̮΀سط موج̮ مͳ آیند. وجود به

اگر بΎیرید. نظر در را نقطه دو بین̥ کشیده ریسمانِ Έی مثلا̈ یا استخر. عمق̥ مثلا̈ دارد، ی مختلف عوامل̥ به ͳبسته گ که دارد

حرکت راست و چپ به ش΋ل تغییرِ این و مͳ دهد، ش΋ل تغییرِ ریسمان از ی بخش کنیم، مختل ای ضربه زدنِ با را ریسمان

یی جا در را هوا فشارِ واق΄ در مͳ آوریم، در صدا ای وسیله با ی وقت است. صوت مثال سومین اند. موج حرکت ها این مͳ کند.

در فشار تغییرِ انتشارِ واق΄ در صوت مͳ شود. منتشر جهت همه در فشار تغییرِ این مͳ کنیم. منحرف اش  ͳتعادل مقدارِ از ی کم

است. هوا

مطالعه که هست موج نوع دو اما دارند، ی زیاد بسیار انواع̮ مͳ شوند منتشر هوا یا استخر، مثل̥ ی محیط در که یی موج ها

کروی. امواج̮ و تخت، امواج̮ است: مهم تر مرحله این در آنها یِ

تخت موج̮ ٩ . ١

ش΋ل̥ به ی تابع ͳیعن تخت تکفام̮ موج̮

f(x, y, z, t) = A cos (k · r − ω t) (48)

است ی بردار k و دارد، نام ای زاویه بسامدِ که است ی ثابت ω است، زمان t است، م΋ان بردارِ r = (x, y, z) جا این در که

دارد. نام موج ی دامنه که است ی ثابت A دارد. نام موج بردارِ که

داریم وقت آن باشد، z جهتِ در ی΋ه بردارِ ẑ که k = k ẑ باشیم داشته اگر مثال.

f(x, y, z, t) = A cos(k z − ω t) (49)

΀واض هم این مͳ کند. نوسان ν = ω/(2π) بسامدِ با f کمیˈتِ است) ثابت z یش برا (که فضا از نقطه هر در که است ΀واض

λ = k/(2π) که است، (x, y, z+λ) وضعی̍تِ مثل̥  دقیقاً (x, y, z) ی نقطه وضعیˈت ثابت) ی t ͳیعن) لحظه هر در که است

دارد. نام موج طولِ

١۵

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir

Do
wn

lo
ad

ed
 f

ro
m

: w
ww

.ic
os

m
o.

ir
Do

wn
lo

ad
ed

 f
ro

m
: w

ww
.ic

os
m

o.
ir



#١۶ — ١۶ page — ٩:٠٣ — ٢٠١۴/٨/٢٧ — “SR-for-olympiad”

کمیˈتِ به

ϕ = k · r − ω t (50)

سرعتِ با که k بر عمود است، ای صفحه ثابت ϕ یِ مجموعه  مͳ گوییم. موج فازِ

c =
ω

k
(51)

که است ΀واض گفتیم، بالاتر که ی خاص حالتِ  موردِ در مثلا̈ مͳ کند. حرکت

ϕ = k z − ω t = k
(
z − ω

k
t
)
= k (z − c t) (52)

با که (x, y) یِ صفحه یِ موازی ای، صفحه ͳیعن که z = c t باشیم داشته باید باشد، ثابت ϕ که آن یِ برا که است ΀واض

مͳ کند. حرکت راست به c سرعتِ

است. ثابت تخت موج̮ یِ  دامنه

تخت یِ صفحه ها موج ها این یِ جبهه مͳ آیند. وجود به دایره ای یی موج ها مͳ اندازید، استخر آبِ در را ی سنگ ی وقت

شبیه̃ ی چیز مͳ شود؛ Έکوچ دایره ها شعاع̮ شدنِ بزرگ با هم آنها یِ دامنه ضمناً، اند. دایره که بل نیستند،

F (ρ, φ, z, t) =
A
√
ρ
cos (k ρ− ω t) (53)

اند: بزرگ شونده یی دایره ها ثابت فاز سطوح̮ که کنید دقّت

k ρ− ω t = ϕ0 ρ = c t+
ϕ0

k
(54)

شبیه̃ ی چیز مͳ شود؛ منتشر کروی موج̮ Έی صورتِ به صدا این کنیم، تولید صدا دست زدنِ با باز یِ فضا Έی در اگر

f(r, θ φ, t) =
A

r
cos(k r − ω t) (55)

فاصله عکس̥ به متناسب شده) ضرب کسینوی در چه آن ͳیعن) دامنه اند. بزرگ شونده یی کره ها ثابت فاز سطوح̮ جا این در

است.

موج مخروط̃ ٩ . ٢

یِ معادله

x2 + y2 − z2 tan2 α = 0 (56)

١۶
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جز نیست ی چیز ش΋ل این باشد، α = 0 اگر که کنید دقّت است. دو̷ار مخروط̃ Έی است، ثابت یِ  زاویه Έی α آن در که

 . (x, y) یِ صفحه مͳ شود ابهام) رف΄̮ از (پس معادله این باشد، α = 90◦ اگر و z محورِ

جبهه افتاده. مختصه ها مبداء در سنگ t = 0 در مͳ شوند. تولید دایره ای ی امواج مͳ اندازیم. ی استخر در را ی سنگ

یِ معادله ͳیعن مͳ شود. بزرگ c سرعتِ با که است ای دایره شده درست موج̮ یِ

x2 + y2 = c2 t2 (57)

مͳ گوییم. موج مخروط̃ مخروط، این به است. مخروط Έی (t, x, y) یِ فضا در ͳیعن که فضازمان، در معادله این

داده روی مختصه ها مبداء در t = 0 در انفجار اگر مͳ شود. منتشر c سرعتِ با کروی ی موج هوا، در انفجار Έی اثرِ بر

یِ معادله با موج این یِ جبهه باشد،

x2 + y2 + z2 − c2 t2 = 0 (58)

است! چهاربعدی فضازمانِ در سه بعدی مخروط̃ Έی معادله این مͳ شود. داده

ی نقش هیچ مسئله این در زمین یِ (جاذبه مͳ کند. حرکت راست خط̃ Έی امتدادِ در v سرعتِ با یی هواپیما مسئله.

حرکت c سرعتِ با مͳ شود) فرض ساکن (که هوا در شده، تولید صوتِ مͳ شود. صوت تولیدِ باعثِ هواپیما موتورِ ندارد.)

یِ جبهه t > t0 یِ لحظه در کند، حرکت x محورِ امتدادِ در و باشد، بوده مبداء در t0 = 0 یِ لحظه در هواپیما اگر مͳ کند.

حالتِ در کنید. بحث v > c و v < c یِ حالت ها یِ برا است؟ ی ش΋ل چه به هواپیما موتورِ توسط̃ شده تولید صوتِ موج̮

مͳ افتد؟ ی اتفاق چه v = c

ͳلرنتس خیز ١٠

است. نور سرعتِ c زیر در

c := 299, 792, 458m s−1. (59)

مͳ کنیم: تعریف باشد، ثابت سرعتِ Έی v اگر

β :=
v

c
γ :=

1√
1− β2

(60)
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بΎیریم. نظر در را زیر تبدیل̥

t′ =γ
(
t− v

c2
x
)
, (61)

x′ = γ (x− v t) , (62)

y′ = y, (63)

z′ = z. (64)

نوزدهم، قرن اواخر هلندی، ی فیزیΈ پیشه لُرنتس، آنتون Έهندری افتخار (به مͳ نامیم لرنتس) خیزِ (یا ͳلرنتس خیز را تبدیل این

مͳ کنیم. ͳبررس زیر در که دارد یی ویژه گͳ ها تبدیل این میلادی). بیستم قرن اوایل

دارد. ͳمعن |v| < c ی برا فقط تبدیل این •

گالیله ای. خیز مͳ شود تبدیل این c → ∞ ی برا •

است: چنین تبدیل این وارونِ •

t = γ
(
t′ +

v

c2
x′
)
, (65)

x = γ (x′ + v t′) , (66)

y = y′, (67)

z = z′. (68)

کردن حل با مͳ توان را این کنیم. تبدیل −v به را v و کنیم، عوض را بی پریم و پریم دار ی متغیرها است ͳکاف ،ͳیعن

داد. نشان معادله ها

است. گالیله ای خیزِ لرنتس، خیزِ c → ∞ حدِ •

١٨
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است. چنین و مͳ آید دست به مشتق گیری با سرعتها جم΄̮ یِ قاعده باشد، K و K چارچوبِ دو بین̥ تبدیل̥ لرنتس خیزِ اگر

ux =
dx

dt
= lim

∆t→0

∆x

∆t

= lim
∆t→0

γ(∆x′ + v∆t′)

γ(∆t′ + c−2 v∆x′)

= lim
∆t′→0

∆x′/∆t′ + v

1 + c−2 v∆x′/∆t′

=
u′
x + v

1 + c−2 v u′
x

(69)

uy =
dy

dt
=

u′
y

γ(1 + c−2 v u′
x)

(70)

uz =
dz

dt
=

u′
z

γ(1 + c−2 v u′
x)

(71)

کرد. ثابت را زیر اتحاد مͳ توان فرمولها این از استفاده با

(
1− u2

c2

)
=

(
1− v2

c2

)(
1− u′2

c2

)(
1 +

u′
x v

c2

)2

(72)

داریم که مͳ شود معلوم دقّت ی کم با است. مثبت اکیداً (1− v2 c−2 است، c از کوچ΋تر اکیداً |v| چون

u2 < c2 ⇔ u′2 < c2 (73)

u2 = c2 ⇔ u′2 = c2 (74)

u2 > c2 ⇔ u′2 > c2 (75)

یِ بقیه کنم. وارد جزوه این در ام داده درس کلاس در که را ی مطالب ی بقیه نکردم فرصت متاسفانه

بخوانید. ام کرده تهیه دانشΎاه در تدریس ی برا قبلا̈ که ی دیΎر ی جزوه از مͳ توانید را مطالب

١٩
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

S�;�; )�� �� � 
�"# 0���. �� u��1 �, ���q9; �, ,o��� �# �""# f��@�� $� ����#�+�' �"@����;

� ��R �, ��� !� $� ����#�+�' 
��*5 �� ��"#$% 0�'�� !��� ��01 � u��1 �# �"@��' $� ���5�'
u��1 
���% �� �E��C�����R � 
��C��3�8� 
��C��5�' �, �����35 0�C�= �"@��' ��0�'�� � ���?;

�, ���' � �	0�'�� �� v8�� �� �Z�8�� ���� �Z�8�� �� �� ��� �, �. $&���&% �, ���5�' ��
0��;$% )�� �� �"� � ���� , ��(�� � ��R��; 01 � ��%�"�� �� )�%+ � 
���	 � 0���% �# �'� $&���&%
�+��%� ���� �� 01 � �� )�� $K��1 �, ���5�' +� �;�D�� ����� �� $&���&% �, ���5�' )��
�� �# ��� a;���# � ��9� �� 
a;���# � �5�' �� ��'� �;�"�1 �% �, ��� a;���# �, ���5�'
��"# ���|; �B���"@% 0+�� �� � �����n ���$% Q5�� � �"#$% 0�'�� ���@&�����L �, ����L � �9�5
�# �'� ,� $&���� !@��' !� )�%+ �, ��# ���C�$% �� ��0�'�� )�� �����@&�� �, �����C� ��
���8 ��:"���qN� �, �OMZ �� �� , �&'�9; �	� ��� $?r� � 
��( `���� $���"; � �#�D ��
v8�� �� ��""#$% ���5 �&'�9; � -��3% +� �����@' �# ��"��$% 
��"# ��K� 0�C'1 �� 01 �� � �����

�, �@'�� ���$% Q5�� � ���($% �� $�J8 � ��O% � ��� �� �# �'� )�%+ )�� � 
��� ���R �����@'
��'� �5�' �� v8�� �� !� )�%+ aL ��"# ���|; �W� �� �&'�9;

�� �� ��01 � ��+��� , q9@<% �, ���5�' �# �'� )�� ���G�L����� �, ����# +� , �� 9

�!�@��� �# ��� , �5�' )��;^�8� )�%+ 
a;���# �, ���5�' � f��@�� +� 
�L �; ��""# ����3% !�
)�%+ � -%�# � 
��( �� +� $Z� �� � ��# � U��Z �� �� ����R $"?� 
0�%+ � �D�� !� -��� )�C� ��
�� 6�9?% 
$C;� �, ���5�' ay' � a;���# � ^�8� �, ���5�' � f��@�� �� �!���#$% q��?;
�� �. )�� �� ��K"�$% , !# )�%+ �# -� 
���� ���R )�%+ � 
��( �, ,�����+ � �5�' �#
)�� 0�%���t"% 
�K"�$% )�%+ !���	$% , �8� `��� 0�%+ � q��?; � ���% �� !:% ����� �, �@&�
�;
�� , ��	 
�'� �;!# , ��	 
���� 86400 s ,������ � -%�# � +� ������ �� � P�g �# �'�
�; �� �# �'� )�� !���K� !����;$% �# , ��( �:"; v8�� �� ����( �9C. )�� �, $"?% �%�� ��'�
�'� ��01 +� ��6��# �%�� ��"@��� u"�1!� !� �� �# Ea;���# � �5�' �� � )�%+= !���� �5�'

�'� ����� �� ������ � 
�� �  �'� �� P���' )�� � �'�L �a;���# � ��9� �� )�%+ ��K"�$% �#
�� 01 �	� �� 
���$% �;���' ����� !���� ���� )�%+ �� �� 0��K"� �	� �# !�"��� ���� �# $"?% )�� ��
)�� *B F% 
�"'�"�$% )�%+ � 0��K"� �, ��� $� ���9�5 ���G�L����� �!���� ���� a;���# � ��9� ��
�� � -F% ������ � ��% �, $G���	 � 0���% �, ��� )�� �� �"� � ���� -%�# �, ��# �� )�%+ �#
!����� !t� "%�� �� a;���# � ��9� � 0�'�� �# 01 �, ��� , �9�5 +�"� �%�� ����� ,��J3� � !�.

�!�'�"�$C�
!����@� �; E��� 
�@%���� 
�@%��&�% 
�@%$9�% 
�@%$@��'= !���# ��� �� �@% �# ��g 0�C� 10

���� ��# )�� �, ��� �!�"# ��� !� �� E����R= 0�%+ � �D�� ���� 
!�T"�� �;^�8� � �;^�8� �� ��P�g
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

P��� ' )�� !� �. )�� �� ����� ����R �� ��01 � ��; 0��9�% �� �� *B F% �# !�+��� $� ���5�'
!�+��� $� ���5�' !�� �@����; *B ?� �!���� �%��� !����;$% , �� D �( �; �� ��# )�� �# ��1$% 
�L

� �8�� �� �# !�+��� $� ���5�' �����; !����� ��"�1 �� ��1 �%�� 
�""&� ��; 10−15 s � �8�� �� �#
�� �'� )&C% !� 0�%+ 
�W� � �"��C� ���g �( 10−40 s � �8�� �� ��""# ��; 10−30 s *B F%

�, ���9Z� � �8� 01 
��� � �� @'� � L 0� %+ �	� ���� � �&�� �� �'� )&C% � � 
��� � �� @'� � L
�8� 01 
���� �&�� �� 0�%+ �	� �%�� 
��� $"?%�� P�Zj�$95 �����,�� � )�� �(�# , -��
�# , ����� � S��I 
*B ?� ���# �;�� � �� 01 0��;$C� �# ��� $��%+ �, �9Z�� )��;�(�# ��

� )�� ��� ������ � �n�"; �� $"?� 
�'� ��@'��L �� 0�%+ �# �'� �"�% )�� �� !�� �@��'
�R � ��0�%+ �, �C� �, �5�CT%

� �� @��' �% � QO� � f�r�% �!�%� �$% ������� �� �����,�� � 6�C ; �, �5�CT% 11

E1 `! ���� 0�%+�W� � �� @��' �, ��� � �� !:% �, ����t� �' +��%� � ���� � �� ��'� 0�%+�W�
+� ,��� � �D v8�� �� ,��9���	 � ������ �6�5 � ������ E3 
��� � ������ E2 
,��9���	 � ������
� ��� � ������ ��'� 6�5 � ������ +� , ��� � �D ��� � ������ � 
�'� ��� � ������
�; ��01 �� ����t� � �M� � �*g� �# ��� ��� ����� ; ���T; �� , �8�� 0�"( �� �+��%� 6�5 � ������
6�5 � ������ �, ����t� � ��� � ������ �, ����t� �� �% � ��3@5� +��%� ��'� ��""#���!	 ,�� D

��'� ����% �, $C;� �, ����t� �� 0�% ���3@5� � -F% �'��
$"?� 
���,�� �� ���+ z�'� ,�?���:( �, �W� �� v8�� �� 
$r��� � �t� +� 
0�%+�W� 12

�N� @<% ��:( )�� +� �; �' ����$%7<� G% �N� @<% ��:( � 0��7<� G% �� 
0�%+�W� +� �J3� ��
�� 01 � 0��� ,�� � 0�%+ 6��:( �, �N� @<% � 
�""#$%7<� G% �� ���,�� � 0��� ,�� � 0�&%

��"#$%7<� G%
��� )�� �� ���N; 
);��� � �9���	 +� 
�L �; $"?� 
��'*# � ����� � 0�%1 �� +� 
�L �; 13

�W� �, $��J'�� � 0��� ^9J% 
�� �W� � 0��� �n�� +� -3@�% )�� ��'� �n�� +� -3@�% �W� �#
�'� �;�� !�"# aC� �;�� �� �W� �, $��J'�� � 0��� ^9J% �, $"?% �# 01 �, ��� �!�%� �$%

�, ����. �� � ���@%� �� v � ���R � �5�' �� �# ��� �@�G� ,  ���;� �� ��"#4�� �!���� , P�F%
S�' 
��"# U�L j�� �� �� S�' �� *B F% 
�(�# � !�. �� ���D )�� �� �	� ��"#$% �#�D $3��
�W� �� S�' )�� �# , ���% �# !�'�y� �C� +� �	� ����	$% +�� ay' � ���$% j�� !��8 � ��g ��
����. �, �� �# , a# +� �	� �%�� z“ �'�� � 2����L �� ” �# �'� )�� �C� � �'�L 
���( ���C�L
/�� �# �'� xr�� � 
“ $C:' �� +� , 
<� ” �M	 ����� 
!�'�y� �� P��� ' )�C� ���@���

� ����� $"?�= ��'*# � ����� �# , 0��# ����K�$C� $C:' �� �� 2� ,� $'��98� � -���;

� 2� S�' )�� � ���% ���j�� ” `�"'�L$% �9D�% )�� �� ��� ���&� d�� �� E$";��� H ,��9���	
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

$��J'�� � ^9J% �, �W� �� �# ��� �"� 4��
�L )�� �� P��� ' )�� “ �$C:' �� �'� �'��
)�� +� , �� z�+ >�D 01 �, ���5�CT%��+ �� v.�� 0��;$% � 
�'� �n�� +� -3@�% �# ���
!� ����;$C� 
���� �( �� ���% )�� � 
!�� �@����� j�� �� 01 �# �'� , S�' � ���% ���5�CT%��+
�G:�!� !� �� $'��98� �, $"?% �� 
�'�� � 2� � $C:' ���+ 
�'�� � 2� !� ���� $C:'
�� �W� �# S�;�; )�� �� 
���]	$% ��"# �� $��J'�� � ^9J% �, �W� ��'*# � ����� ��"@���

��n�� �� �@���� �'� , ��( ��'*# � �����
+� -3@�% 0�%+ �# �"@���"L$% )�"( ���G�L����� �, �C� �B�� �3; 
)�@G"�� +� 
�L �; 14

�# ���' , P1���� �, ���5�' 0��;$% P�Zj�$95 �"@���"L$% �# $"?% )�� �� 
�'� �n��
O 
!���� �@��� � �n�� �� �	� S�;�; )�� �� ����� ��01 � �#�D +� -3@�% ��01 � ��#��# � u"�1
�� ��� � �5�' �� �n�� �� � 
�"��� �@��� P1���� � �5�' �� �n�� �� )�� +� 6��# �� � 
O′ �

�����1$% �'� �� ��5 �� �� �� 
�T"�� �� E2 � E1 � ���,�� �� � )�� �, $��%+ �, �+��

�	
��� 
 �
���� 
 ��� B

, �8� �!�"# 0��� �;)��� �� �n�� � ��	
��%+1 +� 0�% ���t"% �'� �;�� �9D�% )�� �� 15

$� �������� �� 
��;� �� `�'� $��W� �, �"�M' �� � -F% , ��( 0�% ���t"% 
��	
��%+1 !���	$%
�� 
��%+1 )��;,���" � �^�8� � �5�' �� � 
�"�� ��C�$% �� U�N� @<% �, ����O% �# 
S9Zb
�, �����p � �#�D �, ����G% 
�"#$% f�� )�� +� , ��	
��%+1 �� �	
��%+1 �� �# , �Z�
�� ���p � 0�&% �q9@<% �, ���tO� �� ���p � 0�&% � ��R $"?� ��# )�� ��'� ��	
��%+1 �� 0�%+1
�� �"�M' �, ������� ����$% 7<� G% z � 
y 
x *B F% 
$��W� �, �N� @<% �' � 0��� �� �tO� ��
jB �C?% �# HH �'� ��	
��%+1 )�� �� �# , �	
��%+1 ��""#$% !�� T% �� ���N� @<% � ��	�'� v8��

��"#$% ��R � �T"'$% �� 0�%+ �5�' , ���?; �� �� � �C# �� HH !�%��$% ���� �� ��

�, ��� ��"# q�Z�; �� $&���� �, ������L ����;$% �# �'� , ��.�% ����� �� �n�� 16

�"��$% ,�� 0�%+ +� ,� ��@�	 �� � �W� +� ,� ��D�� �� �# �� $� �����,�� ����@� ���� �n�� ��# )��
��"# )��?; �� �����,�� � 0��� ,�� � 0�%+ � �. ����@� ���� �n�� $"?� )�� ��"# ,�"�P�%�� � ��R
)�� �U�N� @<% � ��	�'� �� �� ���� ��01 �, ���N� @<% � )��?; $"?� �����,�� �, �. � )��?;

� 0�%+ � )��?; �, ��� ��"��� 2����C� �, ���N� @<% �� $;��#� �, ���N� @<% �"���;$% ���N� @<%
�# ��� !����� ��� � ������ � QO� �� ,��+�� ����� �@��� �5�' , ���?; ���� �n�� �����,��

����� +��� �5�' ���:�$� �� v8�� �� �n��

� �� ? �� !� $"? � 
� ���� , ���O% �, $��%+�W� �, �� @�	 $?8�� �, ����	
��%+1 17

01 �� �# $� ���Z� � ��
��%+1 �, $��%+ �, ��@�	 !� 
�'� ���O% ��	
��%+1 �, $��W�
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

�, �� , ������O% P�Zj�$95 �# !�"#$%4�� �9D�% )�� �� ��'� ���O% ���$% 6�T��

�, ����t� �� �� 4�� )�� �# ��� !����� ��"�1 �� ����� ��	
��%+1 �, $��%+�W� �, ��@�	
�!���]K� ��"# ���� 6�5 � ������

� )��?; �, ��� 
�"@�� �# , ��	
��%+1 �� �� 
���	
��%+1 �, �C� �# !���]	$% ���8 18

�� �� ��P�g z�""# ���M@'� E��	�'�� � �%�?@% �, = $;��#� �, ����	�'� +� �����,�� � 0�&%
S9Zb �, ��
#2� � �C# �� ���N� @<% � )��?; ��"T"�� ����R �S�D �� �� ��0�%+ � �@% � S�D
����� , P�&�� /�� 
���	� 
�'� ��"�1 �, ��QO� � 0�� ���' �, ��� �B ��Z ������8 )�� ��'�
�� �# )�� �� 
!�"# ���M@'� ��	�( �� E,��# � ��	�'� *B F%= 2����C� �, ����	�'� +� �#
��
��%+1 �, �T�@� �$��9K�� �, ���D�� +� ,�K�� � �"# ���M@'� ���@% �, ���D�� +� �	
��%+1
+� �# ����� $	�@�� )�� �� E>�?% �� � 0����� �, �T�@� �� ��'� �� � u�� � 0��4�5 *B F%=
E���"��� !� �� [V � �"�= �!�"#$% ���M@'� ,� ,��]	��C� �( �� 
$� ���D�� �( �� $� ���N� @<% �(
�!�%��$% L′ �� 6��� � ��	
��%+1 � 
L �� P��� � ��	
��%+1 �����K� �t� �� ��	
��%+1 �� 19

�� �� 
��%+1 �� O′ � O �!�%��$% O′ �'� L′ �� �# �� , �n�� � 
O �'� L �� �# �� , �n��

�, $%�	 20 �, ���9	 �� � ������ ����;$% *B F% 
��%+1 )�� ��""�($% ��� �, ����	
��%+1
)#�' �# $%�	 10 �, $�% �, ��� 9 	 �� � � 
� "#$% �#�D 2m s−1 � �5�' � � �# ,�j��
� 
��� !� � )�5 
����$% ��# �� O′ � O �# , ����� � 6�C; �# �'� )�� !:% �, �@&� ����� �'�
4�� *B F% z�"��� , �� �� �, ����L O ��"#4�� ���� ��� ���( !� � )�5 �B3�8� 
��%+1 ��
�� (x, y, z) �, �J3� �� $�% �, ���9	 

��%+1 � f��� +� 2.5 s � ��]	 +� aL �# �"��� ��"#
�� 
��%+1 )�C� �B3�8� �# 
O′ �# �'� )�� P���' �����$% 
��%+1 � ��	�'� +� ,�� �� � 
<�
!� �� , m��;�� �( L′ � L �# )�� �� ���� $	�@�� P��� ' )�� � A��. ��"��$% �( 
�"#$% ���&;
L �� ���� �# ���� , ��	
��%+1 L′ � 
���� )�%+ �, �� )#�' , ��	
��%+1 L �	� *B F% ������

a�9�b�#b � �#�%+����	 �, ������ � ��.� � -��� �� �8� 01 
���($% ω �, ,�����+ � �5�' ��

����� 0�'�� 
��%+1 �� )�� �, �T�@�
�� �, �T�@� ��+ �, �����?r� �� �# ���	$% 0�%+�W� �, ,��9���	 � 0��3; � -Z� 20

���1$% �'� �� L �� �# �'� ,� �T�@� 0�C� L′ �� , 
��%+1
q9@<% � 0�%+ �� �� �� 
��%+1 �� $"?� )�� ����� L �, $��%+ � P�3@�� � -Z�D L′ �	� E1

�!���� 6�T��

�!�"# -3@"% �� 
��%+1 � ��	�'� $"?� )�� ����� L �, $��W� � P�3@�� � -Z�D L′ �	� E2

�( �� 
��( �, ����+ � ��O% H H ���� L � ��� R �, $��W� � 
��( � -Z�D L′ �	� E3
)�� +� ��t"% �# ��"# �8�� �!�����}� �� 
��%+1 � ��	�'� $"?� )�� ����� �����$%
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��� �I ���

����R �, ,�����+ � �5�' �� 0���� �� 
�'� ���R � 
��( �� 

��(

� ���' �� 
��%+1 � ��	�'� �# $"?� )�� ��"# �#�D ���R � �5�' �� L �� ���� 
L′ �	� E4
EL � ��	
��%+1 �� ����= v � ���R � �5�' �� �� �� ��( �C� � !�"&� ���% �� ��J8 ��

�!�%��$% ��� �� L′ �� L � -���; )�� �!���� 6�T�� �� 
��%+1 �?� � !���� �#�D

�, �����?r� +� , �� L′ � L �, $��� � ���?r� �	� �# �'� )�� 0��3; � -Z� )�� � �K�� � 0���
���� ��C; !� +� �� �� 01 0��;$C� L′ � L �� , 
��%+1 /�� �� 
���� j��

�# , �:. �� �����]K� �C�SJ8 �� 01 �, �� � ����]K� ��	
��%+1 �� �� , ��% 21

)�� �	� �����]K� ����� � A�@# �� E�C�SJ8 � P�C� $"?�= ���$% 0�G� �C�SJ8 �, ���35
v8�� �� �# ���$% 0�G� )�� ����$% 4�5 ��% � �C�SJ8 �, $��� � ���?r� 
������}� �� ��%
)�%+ �, �� �, ����	
��%+1 v8�� �� �� ���� � $G��( � 0��3 ; )�%+ �, �� �, ����	
��%+1

� -�% �, ����+ ����;$% �# , ^�8� �, �C�SJ8 �� ���$% �� $&� )�� ������� !� $��3@�� � 0��3;

� ��b�L �# !����$% 
���' � u��1 � ���% �� ���� ���' � u��1 �� � �C# �� �� 
�T"�� �� $��g�"|%

�, $@��"�)�%+ � ���?r� �� )�%+ � 
���	 � A�@� � ���� $	�@�� )�%+ � 
���	 � A�@� �� 01
)�%+ �, �� �, ����	
��%+1 v8�� �� aL ����� $	�@�� $������|. � 4�5 � ��	
��%+1 � >��g�
)�� �'�L ����	$% �( ,��9���	 � 0��3; � -Z� A��D )�� �� ������� $G��( � $��3@�� � 0��3;

�, ���3� � )�%+ +� $��# �, �+���� �� �# �"#$% ��OZ $� ����	
��%+1 �� v.�� -Z� )�� �# �'�
�# �'� )�� �� �% � ���N; v8�� �� ���� ��� E�������' � �����@' $"?�= $��:�# � ���� �, ��!�.
+� ��'� ���8�� ��� P� ��0�G&:# � )�� �, �W� �� �# $� ����	
��%+1 �� ,��9���	 � 0��3; � -Z�
!�� �@����; 
��� {3� 0��3; )�� �# !�� ���� �. �� 0�"# �; �# �. 01 +� �!����$% �� )�� �T#

�C�SJ8 �, ���35 � ���% �� HH �'� ���� ,���% � !�. �� ����!� Ǳ�G"% )�� � 
!����� �� 01 � Ǳ�G"%
)�%+ �, �@�� �� $&��@&�� �, ��0���. +� $��� �# �'� )�%+ �, $��g�"|% � 0���% Ǳ�G"% )��
���6�. +� $��� �# �'� )�%+ �, $G���	 � 0���% , �� Ǳ�G"% )�� 
u��1 � ��b�L � ���% �� z�'�
����$% a�9�b�#b �, ���� � ��T�� �� �T"% �# �'� )�%+ � 
��( , �K�� � 
�'� )�%+ � 0���

([i= �, ��-��� ; +� , S�#� ; L � � L′ �, �J��� �	� �# �� v�� 8 0�� ;$% $��'1 �� 22

�, �5�CT% S�;�; )�� �� ��'� , �� ��	
��%+1 �� �� �� 
��%+1 �, �T�@� !� +� � 
����

� P�3@�� �� `�'� , ���� ����� �, �5�CT% 
��� + ��!� L � ��	
��%+1 �� �# $� ����	
��%+1
���-���; )�� +� , S�#�; �� � 
L � ��� �� 
L � ���R � 
��( �� 
L �, $��W� �� $��%+

)�� �# , ��	
��%+1 �� �# �'� )�� �9���	 � ������ � -Z� �� !:% ����� �, �@&� �� 23

�	� ��""# �#�D ���R � �5�' �� !� �� ���� ���� 
�"#$% 0��� �� ,� ����	 ��01 �, ���� �� -Z�
���( !� � )�5 �# , 
��%+1 �� �, �T�@� 
�"# �#�D A�@� �� �� ����� 01 �� j�� �� �# , ��J8
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�� ��
��� �I ���

���� ����<� 0�'�� ��� ���

� �5�' �� 2 � ��	
��%+1 �� ���� 1 � ��	
��%+1 �	� �# !����$% !� �� )�� ���T; +� 24

0�C� �� 1 � ��	
��%+1 �� ���� !� 2 � ��	
��%+1 
�"# �#�D n � ����� � ���@%� �� v � ��� R
���R � �5�' �� 3 � ��	
��%+1 �	� 
��*5 �� ��"#$% �#�D −n � ����� � ���@%� �� �%� v � �5�'
1 � ��	
��%+1 �� ���� ���R � �5�' �� 2 � ��	
��%+1 � 
�"# �#�D 2 � ��	
��%+1 �� ����
��'� ���R 1 � ��	
��%+1 �� ���� 3 � ��	
��%+1 � �5�' �BC@D �# !����$% ���T; +� 
�"# �#�D

�!�"#$% P�#�% �?� �� �� �'� ��8 �( ���R � �5�' )�� � ���3% �# )�� �, ���� �� QO�
�	� �# ���	$% -Z� )�� �!�"# 0��� �;^�8� �� �9���	 � ������ � -Z� �# !�� ���%1 0�"#� 25

� )�%+ � -F%= ���� � ���� �, ��!�. +� $��# � ��8 �� �# !���� �@��� ����	
��%+1 +� ,� �@'�

� 
��%+1 /�� � � 
��� � ��� R !� � � ���� ��01 �, � ; �� �� � �5�' � �"�� � ��� E������

� -Z� 
$r��� � 0��� �� ���# ���C@% 0��K�� +� �� ����	
��%+1 )�� +� , �� 0��;$C� ,� $&���&%
��"#$% +���� ,+��!� �, ����� �� �� )&C% �, ����	
��%+1 �, �C� �, �5�CT% �9���	 � ������
� 
v + at � �5�' �� L′ � ��	
��%+1 ��"# 4�� *B F% ��"@��� + ��!� !� �� q9@<% �, ����� )��

�'� A�@� �# a= �""# �#�D � A�@� L � ��	
��%+1 �� ���� w+ at � �5�' �� L′′ � ��	
��%+1
���R �# �'� w − v E,��9���	 � ������ ��= L′ �� ���� L′′ � �5�' S�;�; )�� �� �E�'� ���R
����� L �, ,+��!� �, ��� 
��� )�� �# 
��� ^9?@% ,+��!� �, ��� �� �� L′′ � L′aL ��'�
)��?; �9���	 � ������ � -Z� �# ,� ,+��!� �, ����� )�� +� , �� 
��'*# ����� �� 26

��<� �, E���n� � � �= ����	
��%+1 �, ��� 
���$% ���C@% ,+��!� �, ����� �K�� +� �"#$%

� P��� � 0���8 ��'� �'�� );��� � P��� � 0���8 01 �� �# �'� , ��	
��%+1 �<� � ��	
��%+1
�'�� � 2� �� �, �� ���R � �5�' �� !�. )�� �8� 01 ���� ��+1 ,� ���p �	� �# ���	$% );���
�� �E���� !# ����� 01 �� �K�� � 6��.� � ��R��; �# �'� )�� ���p � 0��� ��+1 �, $"?%= �"#$% �#�D
�# )�� � )��?; �, ��� �%�� z�� �� �'� �'�� 2� ���p� ���% �# ��# )��?; 0��;$% 
#2� � �C#

����� �@��� �5�' ���� �n�� 
�� �� �"#$% �#�D ���R � �5�' �� , !�.
��%�� 0�G� �����% � ��;�% �= ����	$% )�%+ � ��� �� �# ,� $��W� �, ���"�M' 27

)�� �� �������W� +� �# $� ��!9�� �� �	� ���� �<� �, ����	
��%+1 �, �����C� )��;�� E�'�
�� �� !�. 
�"# ��� �� , !�. �����W� �	� �# ��� ���� �BC@D 
����� ���# �8�� ��� �@��	 ���"�M'
)�� ��( �# )��= ��"#$% �#�D �'�� � 2� �� �, �� ���R � �5�' �� � � 
���%$% �. 0�C�
)�� � �#p �� 23� z!�@��� ���%1 01 �� ���� �, ��� *B ?� �# �'� , f�r�% 
��� �<� ����	
��%+1
�� �'� ����� �, ��-Z� +� , �� �, ��@O% ����	
��%+1 )�� � 0��� �<� �# !�"#$% �M@#� �@&�
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�� ��
��� �I ���

�# )�� �� , 2�� /�� �# 0�%+�W� �� v.�� �'� ,� ����	 ,��9� ��	 � 0��3; � -Z� 28

+� ��� M @ '� 
� %�� ����� � ! �� �$ % �� # � � ,� �N� @< % � �� 	�'� �( � ����,�� � q �Z� ; �, �� �
��"#$% �;���' �� ,��9���	 � 0��3; � -Z� � �����# � 0��� 
$;��#� �, ����O%�� �<� �, ����	�'�
$'��98� �, �OMZ �!���� $'��98� �, �'�"� +� , P�F% �'� �;�� S9J% )�� � 0��# aC� �, ���
����� �� �!���$% ��# �� �� (x, y) � �%�?@% �, $;��#� �, ���N� @<% �OMZ )�� �� �!�%��$% E ��

� (a, b) � �#�% � R � f�?� �� , �K�� 
O � �#�% � R � f�?� �� ,�� 
!���	$% �t� ��

Σ =
{
(x, y) ∈ E | x2 + y2 = R2

}
,

Σ′ =
{
(x, y) ∈ E | (x− a)2 + (y − b)2 = R2

}
.

� ����� �� P�3@�� �# ��� 0�G� 0��;$% $	���' �� 
v8�� �� ���� �G:�!� ����� �� )�� �# �'� xr��
�# �'� )�� $;��#� �, ���N� @<% +� ���M@'� � ����% ����K�$% Σ′ �, ����� �� �� Σ �, ����� (a, b)

����� ,� ���' � -&� ���N� @<% )�� �� ET = P�3@�� � �	-C5

Ta,b

(
{(x, y) | f(x, y) = 0}

)
= {(x+ a, y + a) | f(x, y) = 0}
= {(X,Y ) | f(X − a, Y − b) = 0} .

���	$% P�3@�� )�� � ��� � ���D

Ta,b(Σ) =
{
(x+ a, y + b) | x2 + y2 = R2

})
=

{
(X,Y ) | (X − a)2 + (Y − b)2 = R2

}
= Σ′.

!���� ���N� @<% )�� �� �!�"��� [r, θ] �, $�J8 �, ���N� @<% �� �� S9J% )�C� ������ �"��

Σ = { [r, θ] ∈ E | r −R = 0 } ,
Σ′ =

{
[r, θ] ∈ E | r2 − 2r(a cos θ + b sin θ) + a2 + b2 −R2 = 0

}
.

�( �� 01 � q�Z�; �, ��� �# ����� $	�@�� )�� �� EΣ′ � Σ *B F%= �5�CT% �� � 0��� �G:�!�
�� $@G:�!� )�� �# �"#$% �C# $;��#� �, ���N� @<% +� ���M@'� �%�� 
!���� ��# �� $� ���N� @<%

�!���� 7�<G; �;���'
K′ � K ��"# 4�� ” `��� !����� ��# �� �� $� ��U���5 )�"( U��� # �� �?� �� )�� +� 29

� S9Zb � �n�� �� O′ � O ��"# 4�� ” �� “ ��"��� $;��#� �, ���N� @<% �� �<� � ��	�'� ��
+� ��t"% “ ��""#$% ���M@'� (t′, x′, y′, z′) � (t, x, y, z) �, $;��#� �, ���N� @<% +� �# �"��� �<�
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0�% � ��t"% 
“ (t′, x′, y′, z′) � (t, x, y, z) �, ���N� @<% �� ���� 0�%+�W� �� ���,�� �� E ��"#

� 0���,�� � 0�%+ � �. �	� �# ���@�� ,� �tO� �� �� $� �. �� �� , ��M;�� �� �# �'� )��
� �. �	� � 
�'�$% (t, x, y, z) �, ����5 �� 
�"# )��?; �'� L � ��	
��%+1 �� �# , �n�� �� 01
(t′, x′, y′, z′) �, ����5 �� 
�"# )��?; �'� L′ � ��	
��%+1 �� �# , �n�� �� ���,�� )�C� � 0�%+
�# �'� )�� !���� A��. 01 ��  �� )�� �� !�����$% �# , P���' )��;,���"� � )����� ��'�$%

� ���N; 
��� � ������ � 0�%1�� +� 
�L �; ���� ����5 +� �5�CT% �� )�� � )�� , m��;�� �(
�� ���N; )�� ��� � ������ ��'� �9���	 � -���; �� ����5 )�� � )�� � -���; �# ��� )�� $%�C5
a@���b �, ��-���; �� ay' � 
!�"#$% ���% �� �9���	 �, ��-���; ��@�� �. )�� �� ���# 4�5

�!�+���L$%

�	
��� 
� ������� C

� 
O �� K �� �@���� � �n�� ��"��� $;��#� �, ���N� @<% �� �<� � ��	�'� �� K′ � K ��"#4��
�!�%��$% O′ �� K′ �� �@���� � �n��

K �, ����O% �B���R z���� )#�' K �� ���� K′ jB ��� ��"# 4�� 
���D )��;���' �� 30

`�'� , -&� )�"( �� ��01 � )�� � -���; U��Z )�� �� ����� K �, ����O% �, ,+��%

t′ = t− t0,

x′ = x− x0,

y′ = y − y0,

z′ = z − z0.

t �, �tO� �� O � ��� +� , ���,�� �	� ���� ���R � ��5 ��:( z0 � 
y0 
x0 
t0 ��P�%�� )�� ��
�� K �, ���5�' $"?� 
���� ,�� t − t0 �, �tO� �� O′ � ��� +� ���,�� )�C� 
���� ���� ,��
,�� (x, y, z) �, �J3� �� O � �t� +� , ���,�� �	� ���� K′ �, ���5�' +� �;�9. t0 �, �+����
aL z�'� ���� ,�� (x− x0, y − y0, z − z0) �, �J3� �� O′ � ��� +� ���,�� )�C� 
���� ����
)�� � ����� � �'� K � , ����O% � P�3@�� � -Z�D ���$% ��# �� O′ �# , U�N� @<% �, ����O%

� ��	�'� � Ǳ���% �# !�"# �8�� �'� $��# 
��� $	���' �� 0��;$% �� )�� ��'� (x0, y0, z0) P�3@��
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

�� �'� + ��!� j�� � P�%�� �� �.� �; �� �# �'� (x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0) �, �J3� K′ �, $;��#�
� (x = x0, y = y0, z = z0)

�, ���N� @<% � ��	�'� � Ǳ���% � $��%+ � Ǳ���% � 
���� )#�' K �� ���� K′ ��"#4�� 31

�, �@'�� �� x′y′z′ �, ����O% �, �@'�� �%�� 
���� ^�J"% !� �� !� �� 01 �, $��W� �, $;��#�
!���� U��Z )�� �� ������ ,+��% xyz �, ����O%

⎛
⎜⎜⎝
t′

x′

y′

z′

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 R11 R12 R13

0 R21 R22 R23

0 R31 R32 R33

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝
t

x

y

z

⎞
⎟⎟⎠ ,

x′y′z′ � xyz �, ����	�'� �	� � R�R = I $"?� 
�'� �%�?@% � a��;�% �� Rij �. )�� �� �#
�# �'� )�� ���' � P�F% �� ��'� E+1 $"?�= ��F% R � a��;�% � 0�"�%�;� 
�"��� ��	�'�� �� ��

t′ = t

x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z.

�� θ �, �+���� �� z = z′ � ��O% � ��� x′y′ �, ����O% ���?r� )�� �� �# ��� 0��;$% $	���' ��
���� �����( ��F% � �:.

� �"��A K �, $��W� �, ����O% �, ,+��% K′ �, $��W� �, ����O% ��"# 4�� 32

!���� U��Z )�� �� ��"# �#�D K �� ���� (vx, vy , vz) � �5�' �� K′

t′ = t,

x′ = x− vx t,

y′ = y − vy t,

z′ = z − vz t.

��� ��-���; )�� � 0���� �# ��"# �8�� �!�%��$% ,��9���	 �, ����� �� ��-���; )��

t = t′,

x = x′ + vx t
′,

y = y′ + vy t
′,
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�	 ��
��� �I ���

z = z′ + vz t
′.

� �����+ �, �����|@% �, �. �# ��� )�� � � 
�"@�� $9�8 �, ��P�%�� 0�C� �B 3�8� ��P�%�� )��

� -Z� �# ��"# �8�� �!�%��$% $	��� ��� � -Z� �� )�� ���� -���; −v �� v � 
��� 4�5 ��+$�
, ���G% �, ��6�� � �"��� !� �, ,+��% K′ � K �, ����O% �# �'� ���8�� , �8� �:"; $	��� ���

��"��� �@���
�'� A�� 
!�"# aC� �;�� �� ,��9���	 �, ����� �, $'�"� �, $"?% �# 01 �, ��� 33

� ����� K �� ���� K′ � ��	�'� � �5�' � ����� 01 �� �# !���K� �t� �� �� , ��� � ���D
!���� x′ � 
t′ 
x 
t �, ���N� @<% �, ��� � 
z′ = z � y′ = y ���?r� )�� �� ��'� (v, 0, 0)

t′ = t,

x′ = x− v t.

!���	$% , �8� 
��"# �8�� �!�� ���G# �� (t′, x′) � (t, x) �, ����O% E��= � -&� �� 34


�B:��G% ��'� x = vt � 2� 0�C� t′ � ��O% 
x′ = x− vt 0�( �# 
x′ = 0 � ��O% $"?� 
t′ � ��O%
��'� t = 0 � 2� 0�C� x′ � ��O% 
t′ = t 0�( �# 
�'� t′ = 0 � ��O% 0�C� 
x′ � ��O% +� ��t"%
����� ^�J"% t � ��O% �� t′ � ��O% �# , P�D �� 
��� ^�J"% !� �� x′ � x �, ����O% )�� �� �"�
�� t′ � ��O% � t � ��O% +� ��t"% �# !�G��"�� S9J% )�� �, ���� �� , !# �'� A�� 35

� Ǳ���% �� $"?� 
K � ��	�'� +� z = 0 
y = 0 
x = 0 �, �J3� �� ��"#4�� ����( 0�%+�W�
��0�%+ �, �C� �� �5�' )�� �!���� �@��]	 �5�' �� 
K �, $;��#� �, ���N� @<% � ��	�'�
�5�' )�� � 2�0�:. t � ��O% +� ��t"% ����$% 0�G� �� 0�%+ � ��]	 � �'� �J3� 0�C� ��

�, �J3� �� �# , �5�' � 2�0�:. `�'� xr�� !� t′ � ��O% �, $"?% S�;�; )�� �� ��'�
O′ � ��� +� $"?� �#= �'� )#�' K′ �, $;��#� � ��	�'� � Ǳ���% $"?� 
z′ = 0 
y′ = 0 
x′ = 0

�E�'� )#�'

�, ����?% �' �� ���p )�� � ���% O � �n�� � ��� +� ��"# �#�D �W� �� ,� ���p ��"#4�� 36

����$% ���� ��+

x = x(t), y = y(t), z = z(t).

����$% ���� ��+ � v��; �' �� ���p � ���% O′ � ��� +� �!���K� �t� �� O′ � �n�� � ��� +� �� ���p )�C�

x′ = x′(t′), y′ = y′(t′), z′ = z′(t′).
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� ��
��� �I ���

� 
y(t) 
x(t) � v��; �' �� , 2�� �( v��; �' )�� jB ��� �# �'� )�� !����� !�����$% �# , ��(
O � ��� +� ���p � A�@� � �5�' �� , 2�� �( O′ � ��� +� ���p )�� � A�@� � �5�' �B���R z����� z(t)

� t = t′ �# �"��	$% ,��9���	 �, ����� ������

x′(t) = x(t) − vx t,

y′(t) = y(t) − vy t,

z′(t) = z(t) − vz t.

��'� ��+ � ����� q��?; �� �"� EO � ��� +�= ���p )�� � �5�' � �����

u(t) := (vx, vy , vz) := (ẋ, ẏ, ż).

!���� �5�' �, $;��#� �, ���M���% �, ��� �# �'� xr�� ,��9���	 �, ����� � P�%�� +�

u′
x(t) = ux(t) − vx,

u′
y(t) = uy(t) − vy ,

u′
z(t) = uz(t) − vz ;

!���� A�@� �, $;��#� �, ���M���% �, ��� �

a′x(t) = ux(t),

a′y(t) = uy(t),

a′z(t) = uz(t).
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

II ���

�������� �� ������ !

���� Ǳ*� �� ����� �, ��0���8 �# ���	$% E,��9���	 � ������ ��= �9���	 � ������ � -Z� 37

��g )�� �� �C9. )�� jB �C?% ��"&� ���|; �9���	 �, ��-���; �, �T�@� �� ��01 � -&� �# �"��� 0�"(
)�� �� ��"��� ����!��9���	 ���� ����� �, ��0���8 �# ���	$% ,��9���	 � ������ � -Z� `�"��	$%
!���	$% $� �����C# �� ��� “�������9���	” �� � !���$% ��# �� �� “����!��9���	” � w*JZ� 
�9C.

� ������ ��= 0��@&�� � 6�. *B F% ��"&� ���|; �9���	 �, ��-���; �� ��01 � ���3% �# “�������9���	”
���T; �@���� �= ����� ���3% �� �<� �, ���n�� �, �C� �, ��� $"?� 
�'� �������9���	 E,��9���	
�t� �� m � 6�. �� , ��+1 �, ���p S9J% � 0�� )��� �, ��� E����� )�"( v8�� �� �# ���	$%
��� ���p )�� � -# �, ,o��� ��"#$% �#�D K � A�(��( �� v � ���R � �5�' �� �# ����K�

E =
1

2
m

(
v2

x + v2
y + v2

z

)
.

�� ��� ���T"' 
���p )�C� �, ,o��� 
�"# �#�D K �� ���� w � �5�' �� K′ � A�(��( �	�
��� 
K′ � A�(��(

E′ =
1

2
m

(
v′2x + v′2y + v′2z

)

=
1

2
m

{
(vx − wx)2 + (vy − wx)2 + (vx − wx)2

}

=
1

2
m

{
v2 − 2v · w + w2

}
.

��
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� �������� �� ������� �II ���

�	� �%�� 
�'� �������9���	 ���p � 6�. !���	$% aL 
��G� 4�5 m ��P�%�� )�� �� �# ��"# �8��
����� �������9���	 ���p �, $G�". �, ,o��� aL zE′ �= E w�r� �� �8� 01 w �= 0

� -&� 
���� ��# �� ,� ����% �	� !����$% �# ��( 
�'� 6+j 
�L � �"� �� Ǳ*� � ��8 38

�����K� �t� �� �� �<@'� �� *B F% ����� 0�'�� q9@<% �, ����	�'� �� ����� �, ��0���8
���$% -�&G; $� ����% 
��+��"�� �<@'� � A1 �� �� , u"' �	� �# �'� )�� ����� � 0���8 ��
�%�� ���+�'$% �#�%!� $� ������� �T�@� �� � 
�""#$% �#�D �5�' �� �� ���:. �, �C� �� �#
�'� A��= ����� ���8�� �K�� ���$% ���R � �5�' �� �<@'� � ��"# �# , �n�� � �t� +� 0���8 )��
�# �'� ��g )�C� �B?8�� �# �"# v��8 �� �� ��� A�� � �"# -%��� ; , !# �. )�� �� ��"���� �#

E�!�@M	

�, � ��� ? % `� �� � @ '� �� � ���$% � ��n ��� � � �� � # , -�� ��� M �� �, � �� ��� ? % 39

$� ��v��; ,���5 � -�����M�� �, ������?% �� �,����L � -�����M�� �, ������?% � 
,���5 � -�����M��
, ����� �%�� ��'� 0�%+ -3@�% � ���|@% )�� � 
����� $	�@�� -3@�% � ���|@% �� �� �# ����$% ���n
�K"����� �, ����?% *B F% 
��� ,����L � -�����M�� �, ������?% � -&� �� ����� �, ��0���8 +�

��'� ��+ � -&� �� ��+1 �, ���p �� �, ���

− h̄2

2m

2

gradψ = ih̄
∂ψ

∂t
,

01 �� �#

2

grad :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

�# ����$% ���n $� ��v��; 
$� ������?% )�"( �� 1��'� $'*Lj w*JZ� �� �� 
 *Lj � �	-C5
�!���	$% “0���%” $� ��v��; )�"( �� ������ $	�@�� !� 0�&% �� 
0�%+ �� ��*5

����� 
 �
������� 
� �������� 
�  ���!�"� A

);��� � 6��� � 0���8 ���$% ���n ����� �� �# ,� ,���5 � -�����M�� �, ����?% )��;!:% 40

��'� )�"( 
!�%��$% P �� 01 �# 
m � 6�. �� ,� ���p �, ��� ����?% )�� ��'�

mẍ = Fx(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t),

����� ��� ��	
��
� � ���� �� �� �� ����� � ����� ��� �� ��� ��� � !"��#�� � �$�%& '� ��(�� 1

�)��� ����� ��� sin(kx − ωt) � ���� �� �� � �*� ∂
∂x � �$�%& +, -� .��/�� �0�� � ���� �� �1�2 �

. k cos(kx − ωt)
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� �������� �� ������� �II ���

mÿ = Fy(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t),

mz̈ = Fz(x, y, z; ẋ, ẏ, ż; t).

� �5�' �� 
���p � 0�&% �� ����;$% �# �'� ���p �� ���� � -# �, ���� F = (Fx, Fy , Fz) �. )�� ��
���� P �, ���p �� �"@�� ���� �� �# $� �����p �, ���3� �� ���� )�� ����� �@��� $	�@�� 0�%+ �� � 
01
��+1 ���� ���p 
���� ����!��9���	 ����?% )�� �# 01 �, ��� �# ��� 0�G� 0��;$% $	���' �� ��""#$%
�# �'� )�� ����	 )�� � U��R� �, ��O� ����� �MZ 01 �� ���� �, ���� �, �M���� % �' �� $"?� 
����
0�G� �?� � z0�%+ �� �� � 
01 � �5�' �� �� 
���� $	�@�� P � 0�&% �� �� F �# !���� 0�G� ��@��

�!���]	$% �� ��"���� �� �� U��R� � U�����. ����� �MZ ���� F � ���3% �# !����

�, �� � ��'� ��� -�&G; ���p , ���? ; +� �# ! �� � 	$% �t� �� �� , ��	�'� 0�"#� 41

�.� �; �� �# 
6�. )��"( +� �'� U���5 ��	�'� )�� �����K� �t� �� �� $�C� �, �%�t% P�F%
��� U���5 ��!�. )�� ����K�� ,��J3� �, ��!�. �� ��01 0��;$% 
!� +� ��01 �, �9Z�� ��
�������' � ��� �� �# ������% , ���?; � 
����	$% ������ � ��� �� �# �����' , ���?; 
������ +�
)�� ��"#4�� �!���� +��� U�N� @<% � ��	�'� �� �� ��	�'� )�� � q�Z�; �, ��� �����	$%
$�C� �, �%�t"% � �#�%= ����� )#�' 01 �� �%�t"% � -# � 6�. � �#�% �# !���K� 0�"( �� ��	�'�

$;��#� � ��	�'� )�� �� ��"# 4�� E��'� ������ � 6�. � �#�% 0�C� , A�� ����� � S��3; ��

�, ����= �""#$% ���� ���� !� �� 6��.� )�� � 6�C; ����� ri = (xi, yi, zi) 
6�b i �, ���p � 0�&%
��� �"#$% ���� 6�b j � !�. �� 6�b i � !�. �# $� ���� 
);��� � 
���	 � 0���8 �� �"� �E
���	

Fj→i = −GMi Mj
ri − rj

|ri − rj | .

��� ���$% ���� 6�b i � !�. �� �# $� ���� aL

Fi = −GMi

∑
j

j �=i

Mj
ri − rj

|ri − rj | .

��� 6�b i � !�. � �#�D �, ����?% )�� �� �"� �

r̈i = −G
∑

j
j �=i

Mj
ri − rj

|ri − rj | .

N= ����$% )��?% ��+ �, ������?% � ��	�'� �� $�C� �, �%�t"% � ��%�"�� � -# S�;�; )�� ��
�E�'� $�C� �, �%�t"% �, ��!�. � -# � ���?;

r̈i = −G
∑

j
j �=i

Mj
ri − rj

|ri − rj | , i = 1, 2, · · · , N.
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j�� � ��	�'� �!� ��� � �� �����p �, ��� ���� � �5�' � ��� ��� �0�&% ��� � ��	�'� )�� � -D �, �� �
�	� `�# �'� )�� 01 � 
�'� ,�� 9 � �� 	 �, $������ � 0�C� �# ���� !:% �� �� � �, $	�l �� ��
O �� ���� ���R � �5�' �� �# !����"� O′ � ��� +� �� $�C� �, �%�t"% �, ��� );��� �, ������?%

��'� j�� � ��	�'� � -F% �'�� ������?% )�� � -&� 
�"#$% �#�D

r̈′i = −G
∑

j
j �=i

Mj

r′i − r′j
|r′i − r′j |

, i = 1, 2, · · · , N.

��""#$% ��� ������� �, ���5�' � ������� �, ��0�&% �# �'� xr�� 
�@���

��#!�$ 
 �
������� 
� �������� 
�  ���!�"� B

+� , � � O � � n� � � 	� � # � '� ) �� ! � �� � A�� . 01 � � ! � ��� �$ % � # , P��� ' 42

�� �� 0���8 )�C� O′ � �n�� 
��� ,����L � -�����M�� �, ����?% �� � -&� �� �� ����� �, ��0���8
�� ,����L �, ,��	^@G% �, ���	-C5 !�"��� �# �'� )�� �'�L +� 
<� �� ��"��$% , -&� �(
� 
��# !����� $'��� �� �K"����� �, ����?% �, $�����!� ,��+ �� �����$% -���; , �O� �(

��'� ,����L �, ��^@G% � -���; �, ��O� �� �'�L +� 
<� �� �:"; �B?8�� �# ��� !�����
�!�����$% �� $9�# � P�%�� ay' � 
!�"#$% $���?% S'�"% �, ,��]	��C� �"( ��@��

��������� i

�!�"#$% ���M@'� ��+ �, ,��]	��C� +� 
���. +� , ����� �� 
�?� �� )�� +� 43

x0 := t, x1 := x, x2 := y, x3 := z.

�� �	� �E��� !����� �� ��# )�� � �9�5 �B�?�= )���L �� 
!�� �@��]	 j�� �� ��7��� �# ��"# �8��
, �8� � t2 $"?�

(
x0

)2 *B F% 
!�"#$% ���M@'� �@ ��� L +� 
!���# ���L +�� � ���N� @<% �, ��0��;
+� , �� ����;$% 
, �K�� �, $����� � >�D �� � 
µ `���N� @<% +� , �� $"?� 
xµ !�����$%
)�;j � >��D +� {1, 2, 3} �, �5�CT% �, �W5� �, ��� ����� {0, 1, 2, 3} �, �5�CT% �, �W5�

!�"#$% q��?; 0�"#� �!�"#$% ���M@'�

∂µ :=
∂

∂xµ
,

$"?� �B@D��Z �#

∂0 := ∂t :=
∂

∂x0
:=

∂

∂t
,
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�� �������� �� ������� �II ���

∂1 := ∂x :=
∂

∂x1
:=

∂

∂x
,

∂2 := ∂y :=
∂

∂x2
:=

∂

∂y
,

∂3 := ∂z :=
∂

∂x3
:=

∂

∂z
.

*B F% 
��� !����� ��# �� !� �� ���	-C5 )�� �, ��0��;

∂2
0 :=

∂2

∂(x0)2
:=

∂2

∂t2
.

!�"#$% q��?; 
��)�� �� ��*5

grad := (∂1, ∂2, ∂3),

∂ := (∂0, grad),

�� ∂ � �	-C5 �, �� � 0��; +�"� �# , P�D �� 
 *Lj � �	-C5 $"?� grad2 �# !�"#$% ,��1��� �
�!�� ���&� q��?; +�"� !� �� ∂1 �� ∂0 � f�� +� $� ����( �B"Cr �!�� ���&� q��?;

��'� ,��T�+ �, ,��	^@G% �, ��5�8 0�C� v8�� �� ∂µ � �	-C5 � -���; �, ��5�8 44

�� f(u, v) � 
�"��� $3�3D �, ����|@%�� � v�� ; �� v(x, y) � u(x, y) �	� �# !�"#$% ,��1���
!�"# q��?; !����;$% 
���� ��]L^@G% �, ����|@%�� � v��;

g(x, y) := f(u(x, y), v(x, y)).

!����

∂g

∂x
=

∂u

∂x

∂f

∂u
+
∂v

∂x

∂f

∂v

∂g

∂y
=

∂u

∂y

∂f

∂u
+
∂v

∂y

∂f

∂v
.

� -&� �� �� ����O;� )��

∂

∂x
=

∂u

∂x

∂

∂u
+
∂v

∂x

∂

∂v
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�� �������� �� ������� �II ���

∂

∂y
=

∂u

∂y

∂

∂u
+
∂v

∂y

∂

∂v
,

�� �"#$% �R� g(x, y) �� ��,���; )�� � �( � >�g �# !�"#$% �8�� �G�C� �@���� � 
!�����$%
��"#$% �R� f(u, v) �� ��01 � �'�� � >�g �# , P�D

$"?� �B@D��Z �# 
�"��� xµ � ���|@% ��:( +� v��; ��:( �� x′µ ��"# 4�� �"��

x′0 = x′0(x0, x1, x2, x3),

x′1 = x′1(x0, x1, x2, x3),

x′2 = x′2(x0, x1, x2, x3),

x′3 = x′3(x0, x1, x2, x3).

!���� �8� 01 
g(x) := f(x′(x)) � 
���� �� x′µ +� , v��; f �	�

∂g

∂xµ
=

3∑
ν

0

∂x′ν

∂xµ

∂f

∂x′ν .

� -&� �� jB �C?% �� ��O;� )��

∂

∂xµ
=

∑
ν

∂x′ν

∂xµ

∂

∂x′ν

��

∂µ =
∑

ν

∂x′ν

∂xµ
∂′

ν

�# g(x) := f(x′(x)) �� j�� �, ,���; � �( � �C' � �	-C5 �# !���� ��� �� �G�C� !�����$%
+� , v��; �# �"#$% �R� f(x′) �� �'�� � �C' � �	-C5 �# , P�D �� 
�"#$% �R� �'� x +� , v��;

��'� x′

� 0�"�%�;� 45

J :=
∂(u, v)

∂(x, y)
:=

∣∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∂u

∂y

∂v

∂x

∂v

∂y

∣∣∣∣∣∣ ,
� ���K� 
����� �MZ -���; �, $�#b�� �	� �!�%��$% -���; �, $�#b�� ��

(x, y) �→ (u(x, y), v(x, y))
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�� �������� �� ������� �II ���

���# $3�9; ,�?��� �, �OMZ �� �N� @<% � ���|; �� �� 01 0��;$% � 
�'� ��]L0���� � ���K� ��

� 0�"�%�;� $"?� -���; �, $�#b�� `�'� �'���' �;j�� �, ���?� �� !�C?;

J := det

[
∂x′µ

∂xν

]
,

��'� �'�� , �?� �� �� ����	 � !&D �

��	��
 �� ��
��� � ����� ii

�, ,��9���	 �, ����� �, ��� �# ���$% ���� $	���' �� �"�� 46

t′ = t,

x′ = x− vx t,

y′ = y − vy t,

z′ = z − vz t,

!����

J = det

[
∂x′µ

∂xν

]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

−vx 1 0 0

−vy 0 1 0

−vz 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂t = ∂′
t − vx ∂

′
x − vy ∂

′
y − vz ∂

′
z = ∂′

t − v · grad′,

∂x = ∂′
x,

∂y = ∂′
y,

∂z = ∂′
z.

(46.1)

��,���; )�� � U��R� ��'� grad′2 � �	-C5 0�C� grad2 � �	-C5 �# �"��	$% ���� � ��O;� �' )��
��'� ��"���� ��

�# ���$% �T�@� �. )�� +� � 
t′ = t �"��	$% �9���	 �, ����� 47

d

dt′
=

d

dt
,

!���� �# ��g 0�C� �# , P�D ��

∂

∂t′
=

∂

∂t
+ v · grad .
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!������ ��� �� ���� !�"# d�� �;�� �� )�� �# )�� �, ��� ������� ,{8�"; /�� !� �� ,���; �� )��

� x �, $	�@�� �# �, v��; �, �� *B F% 
�"#$% -C5 ����|@%�� �, ��v��; �, �� d
dt � �	-C5 �#

����|@%�"( �, ��v��; �, �� $"?� 
��0���% �, �� ∂
∂t � �	-C5 �# , P�D �� z���$% �� t �� ���p

� �n�� �� �� �, ���5�' �# �'� ���?8�� )�� +� $��� 
�'� d
dt′ 0�C� d

dt
�# )�� ��"#$% -C5


���� ����� ∂
∂t′ �� ∂

∂t
�# )�� �%�� �E�""#$% ��;��; $"?�= �""#$% ��# u"�1 �� �� O′ � O

���R �� z � y � x $"?� 
t �� ���� ,����L � ^@G% `�'� ,����L �, ,��	^@G% � q��?; +� $���
���R �� z′ � y′ � x′ $"?� 
t′ �� ���� ,����L � ^@G% �%�� 
!���K� ^@G% t �� ���� � !���� �K�
� 
y′ = y − vy t 
x′ = x − vx t !���� �%�� 
t = t′ �"( �� �!���K� ^@G% t′ �� ���� � !���� �K�

��'� z′ � y′ � x′ � ���|; �, $"?% �� z � y � x � )@��� �K� ���R )�� �� �"� � 
z′ = x− vz t

�������� �� ������ �� �������� iii

�� �, ��� �K"����� �, ����?% 
$@������� �I �, $C@���# � ����&% �, ����t� �� �"� 48

`�'� )�� ��+1 �, ���p

− h̄2

2m
∇2ψ = ih̄

∂ψ

∂t
.

��'� ���p � ��% � v��; �� 
���D � v��; ψ � 
E2π �� !��3;= ��*L � ���R h̄ 
���p � 6�. m �. )�� ��
`�'� )�� 01 � ���?; � �'� 29@<% � ���C# �� ���D � v��;

� ��?�� �� ,� ��?. �� ���p � ��WD � P�C@D� �� �'� ����� |ψ(x, y, z, t)|2 dx dy dz
� t � 0�%+ �� (x, y, z) �, �J3� � >��g� dx× dy × dz

�, ����?% � -D �# ���$% ���� 29@<% � ���D � v��; �� �� ���p �� � ���D �# )�� 49

���� 
���� �'�� ,��9���	 � 0��3; � -Z� �	� � 
�'� ����� �, ��0���8 +� , �� �'� �K"�����

�, ���p �, ��� �K"����� �, ����?% aL ����� ���8�� -&� )�C� �� �<� �, ����	�'� � 6�C; ��
����� ��+ � -&� �� ���� K′ � ��	�'� �� ��+1

− h̄2

2m
∇′2ψ′ = ih̄

∂ψ′

∂t′
.

`�# ��� !����� 
!�"# ���M@'� (46.1= �, ����O;� +� �	� �%��

− h̄′2

2m
∇′2ψ = ih̄

∂ψ

∂t′
− ih̄v · ∇′ψ.

, ��g 
���� �@��� ��� ψ � � ���� ;$% ψ′ P�Zj�$95 ���+ 
������ {8�"; !� �� ����?% �� )��
����!��9� ��	 �� $"? �= �. )�� �� !:% �� ��� �, �@&� ��"�� � �'�� j� � �, ����?% �� �� �#
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�	 �������� �� ������� �II ���

��+1 �, ���p�; �� � ��% � v��; +�� �# �'� )�� E��+1 �, ���p �, ��� �K"����� �, ����?% � 0���
�� $"?� 
���� 1 01 � ^9J%���8 �# �'� , 29@<% � ��5 �� +�� +� ��t"% ����� ��]L����G%

��'� $3�3D � ��5 �� α 01 �� �# eiα � -&� �� , ��5
!�"# q��?; �	� �# ���� �( α(x′, y′, z′, t′) � v��; 1�	2� 50

ψ′(x′, y′, z′, t′) := α(x′, y′, z′, t′)ψ ◦ f(x′, y′, z′, t′),

�@��� $"?� ����� K′ �� �K"����� �, ����?% � -D ψ′ 
���� K �� �K"����� �, ����?% � -D ψ �
!����

− h̄2

2m
∇′2ψ′ = ih̄

∂ψ′

∂t′
.

�. )�� ��

ψ ◦ f(x′, t′) := ψ(x′ −wt′, t′),

��'� K � ��	�'� �� ���� K′ � ��	�'� � �5�' � ����� w �
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III ���

"����# �� �!$�% &I '�% � 
�����

!%� 
 ���& 
 ��%' ��!��� A


Ǳ*� �� ��% )�� � 
�'� ��% ��� �# ���# �5�3@% �� �% ��
��%+1 +� , ����� �, �T�@� 51

� 0��+ �� S9J% )�� � 0��� ����$% �G@"% c � 3 × 108 m s−1 � �5�' �� 
���:. �, �C� ��
����1$% �� �� ��+ � -�����M�� �, ����?% �# �'� , 0���% 
I 
��� � U�� � �# �'� )�� $r���

− 1

c2
∂2I

∂t2
+

2

grad I = 0.(51.1)

� )�� � -���; �	� )�� �� �"� ����$% 4�5 ,��9���	 � ��� �� �, �T�@� �� ����?% )�� � -&� �%��
,��9���	 �, ����� 0�C� �""#$% �#�D !� �� ���� ���R � �5�' �� �# , �<� �, ����	�'�
j�� � ��% �, ����?% ��� � U�� � 
K � ��	�'� *B F% 
�<� �, ����	�'� )�� +� , �� �� � 
����

� ���� ,� ����?% � -D �K�� 
K′ *B F% 
�K�� � A�(��( �� �� ��� � U�� � U��Z 01 �� 
���1 �� ��

� 0���1 �'� � � � K′ � -��� �� 
��%+1 � 6�T �� � � 0�� ;$% )�� � � � " � ���� � j� � �, � ���?%
$"?� )�� ����1 �'� �� �� K �� ���� K′ � �5�' 
��� � U�� � �, ,����L � -�����M�� �, ����?%
�� � �5�' � 
���� ��� �<� �, ����	�'� �K �� � � EK= �<� �, ����	�'� +� , �� �#
�� , 
��%+1 � 6�T�� �� 0��;$% K � x.� �% � ��	�'� )�� �� ���� 
�� K′ *B F% 
, �<� � ��	�'�

����1 �'� �� K �� 0��# ��K� � 0��� � K′

�, �C� �# ����]L �# S�;� ; )�� � � 
��� !�C? ; �� �9 � ��	 � ��� ��� � -Z� )�@G" �� 52


��� -&� �� �� �<� �, ����	�'� �, �C� �� 
��� � ��G@�� � 0���8 �9C. +� 
����� �, ��0���8

��
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

�'� �� �� 01 � �5�' 0��;$C� �<� � ��	
��%+1 �� � 0��� �� , 
��%+1 /�� �� )�� �� �"� �

� ��% �, ����?% � -D ��� � U�� �” �# �'� )�� ����� � 0���8 �� �# !���]y� �	� 0�"#� ����1
���� �# ��	�'� �� � �'�� � -���; ,��9���	 �, ����� �# !���]y� ���� �8� 01 
“�'� (51.1=
$��� ?% �� a@���b �, ����� �� 6�'�% $� ����� 
<� )�� �� ����� ����� ���R � �5�' !� ��
�B?8�� ��1 �# )�� ��"��$C� ���|; �� ��% �, ����?% � -&� �# �'� )�� 0�� � ���Z�� �# !�"#$%

�, ����� )�C� �""#$% �#�D !� �� ���� ���R � �5�' �� �# $� ����	�'� � )�� � -���;
��"# �� �� �����; �� 01 
��%+1 ���� �# �'� , S9J% 
�� �� ��� a@���b

��� �	� �# E$��K( � �= ��G� � ��% �. ��� � , ��( U�Z �# !� ���$% 
��%+1 +� 53

)�� ����$% �G@"% 300 ms−1 �B�� �3; � �5�' �� ���:. �, �C� �� 
���� �@���� ,��y�# � 0���.
�# ρ = ρ0 + δρ��� $��K( v8�� ��= ����� δρ ��� �, $��K( ��"#4�� �!�%��$% w �� �5�'
��+ �, ����?% � -D δρ �E�'� ρ0 � ���3% +� $��K( � >��O�� δρ(t, x, y, z) � �'� ���R ρ0 01 ��

��'�

− 1

w2

∂2δρ

∂t2
+

2

grad δρ = 0.(53.1)

�� ����?% )�� �# !���K� �T�@� !����;$% ��1 aL 
����� ,��9���	 � 0��3; ����?% )�� �# !����$%
01 � 
�'� ,���% � 2�O% �� � ��% U�Z �# !����$% �# -��� )�� �� ��� ����� ����� � 0���8
�� �# E��� � 0�&' � ��	�'�= �"#$% q��?; x.� �% � v.�% � ��	�'� �� E���= ,���% � 2�O%
�#�D Ew= �5�' �� �� ���:. �, �C� �� U�Z �# �'� ��	�'� 01 �� 23� � 
��	�'� 01
Ǳ*� �� ��� �# �'� )�� �� U�Z �� ��� � !:% � ��� ��'� (53.1= �, ����?% � -D δρ � �"#$%
01 
��$% �G@"% E��R�= ,���% � 2�O% �� �� ��� �	� �,���% � 2�O% �� �� �� � ���$% �G@"%
�� �� ���:. �, �C� �� E��R� � 0�&' � ��	�'�= ��	�'��� �� �# ����� , P�&�� /�� �8�

����� �@��� $	�@�� �:. �� �� �5�' �K�� �, ����	�'� �� � 
��� �G@"% �5�'
� � , ��% ���$% Q5� � )�� �! �+�� " � � 6��1 � �<@'� �� �� �� , u"' �� "#4�� 54

�@% � ���D � ���R �<@'� � m�3� � 6�C; �� �<@'� � A1 � ^C5 �	� ���1 ��.� �� �<@'� � A1 � xJ'

� A1 � xJ' �, �� ���:. �, �C� �� 1m s−1 �, ��;�% +� , ���R � �5�' �� ��% )�� 
����

� (x0, y0) �, �J3� �� t0 �, �tO� �� u"' �	� �!�%��$% w �� �5�' )�� ���� �G@"% �<@'�

� A1 � xJ' �� ��%1 ���L � ��% )�@�<� �, �:�. 
t > t0 �, �tO� �� 
���� ����� A1 � xJ'

�, ����?% $"?� �# 
w(t− t0) � f�?� �� �'� ,� ����� �<@'�

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 − w2 (t− t0)
2 = 0.
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

)�� ��'� (t, x, y) �, ,�?� 3 � , �W� �� E,�?� 2= $��C?% � m��<% �� �, ����?% ����?% )��
, m��<% ��% � m��<% �# ��"# �8�� �!�%��$% �<@'� � A1 � xJ' � ��% � m��<% �� m��<%
�'� ,� ����� ���$% ����G% EA1 � xJ' �� $"?�= �W� �� �( 01 ��W� �� �� � 0�%+�W� �� �'�

����$% ���� w � �5�' �� 01 � f�?� �#
(x0, y0, z0) �, �J3� �� t0 �, �tO� �� 
K � �<� � ��	
��%+1 �� ��"# 4�� �"�� 55

�B"Cr �= !�"# )��� Eδt � �(�# �, $��%+ �, �+�� �� $"?�= �tO� �� �, ��� 23� �� ���( ��
�� ���$% -��	 ���( )�� +� �# , ��� �E�'� �(�# ����� ���( � ��?�� �# �'� )�� �� 4��

� ���R � �5�' �� ���:. �, �C�

c = 299, 792, 458 m s−1

� f�?� �� �'� ,� ��# � xJ' �, �� ���( )�� � ��� t > t0 �, �tO� �� $"?� )�� ��"#$% �#�D
�����1$% �� �� ��+ �, ����?% �# ��� )��� �W� +� , m�3� t �, �tO� �� )�� �� �"� � c(t− t0)

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 − c2 (t− t0)

2 = 0.

�� 01 �# �'� (t, x, y, z) �, ,�?� 4 �, �W� �� ,�?� 3 � m��<% �� �, ����?% ����?% )��
�� ,�?� 3 � m��<% �� m��<% )�� �# !�"# �8�� ���� !� �. )�� �� �!�%��$% ��� � m��<%
���� c � ���R � �5�' �� 01 � f�?� �# �'� ,� ��# ���$% ���� �W� �� �( 01 ��'� 0�%+�W�

����$%

x 
 !%(� 
 ���)�� !� *
+ ,I -)���. 
� ��*
+ B

`���� )�"( K′ � K �, ����	�'� � )�� � -���; ��"# 4�� 56⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

t = γ
(
t′ +

v

c2
x′
)
,

x = γ
(
x′ + v t′

)
,

y = y′,

z = z′,

(56.1)

� 
c = 299, 792, 458 m s−1 �. )�� �� �#

γ(v) :=

(
1 − v2

c2

)− 1
2

,
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

*B ? � ��'� ��%1 �'� � � $� ��4�� �( � � � �T# +� -��� ; )�� �# ! ���� � )�� � � , ��# *B ? �
!�%��$% a@���b �, ����� �� ��01 �# 
$� ��-���; )�"( �, $r��� �, ���T�@� !�"��� !�����$%

����(
�E�� t′= ��0�%+ � 6�C; �, �+� �� x′ = y′ = z′ = 0 �, �J3� $"?� K′ � ��	�'� � Ǳ���% 57

`�'� -&� )�� �� K � ��	�'� �� ����?% )��

t = γt′, x = γ v t′, y = 0, z = 0.

� � ��� � K′ � �� 	�'� � Ǳ�� � % aL � x = vt � # ! � " � �$ % P��� �, � ��� ? % �� +� t′ � >]D � �

� ��	�'� +� �JM� �� �# ��� 0��;$% $	���' �� ��"#$% �#�D v � ���R � �5�' �� K � ��	�'�
�� U��R�= ��"#$% �#�D K � ��	�'� �, �� x � ��O% � ���@%� �� v � �5�' )�C� �� !� K′

E��'� ��"����
6�9?% �� z � 
y 
x 
t � P�:T% �� z′ � 
y′ 
x′ 
t′ E56.1= �, ������?% � ��	�'� �� �	� 58

���� !����� 
!�"# -D �� ��	�'� � 
!���K�⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

t′ = γ
(
t− v

c2
x
)
,

x′ = γ (x− v t) ,

y′ = y,

z′ = z,

(58.1)

�� K′ � ��	�'� �� ���� K � ��	�'� +� �J3� �� �# ���$% �T�@� $	���' �� ��P�%�� )�� +�
��"#$% �#�D (−v, 0, 0) � ���R � �5�'

!%� 
 ���& 
 ��%' ��!��� C

(0, 0, 0) �, �J3 � �� �� ���( �� t0 = 0 �, �tO� �� K � �� 	�'� �� !� " # 4�� 59

��� K � ��	�'� �� ,��# � ��% )�� � ��� � m��<% �, ����?% �!�"# )���

x2 + y2 + z2 − c2 t2 = 0.

�# ���$% 0�G� �'���' � ���' �, ��'�O% �� �"��

x2 + y2 + z2 − c2 t2 = x′2 + y′2 + z′2 − c2 t′2.

�"#$% q�Z�; K′ � ��	�'� �� �� ,��# � ��% )�C� � ��G@�� �# , m��<% �, ����?% )�� �� �"�
Ec 0�C�= c � �5�' �� �� f�?� �# ,� ��# EK′ � ��� +�= �W� �� $"?� 
�'� m��<% �� !� +��

����$% ���+
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

/��()� 
� �����& 
 ���0 !�0 �10 2 ���� 
 3��� �� D

�� �� � ���� )#�' z′ = 0 
y′ = 0 
x′ = 0 �, �J3� �� K′ � ��	�'� �� , �5�' ��"#4��
`!���K� �t� �� �� ����; )�� +� �; �� ��"&� ��; �� ,�����R dt′ �, $��%+ �, �+��

t′ = 0, x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0 P��� � ��;
t′ = dt′, x′ = 0, y′ = 0, z′ = 0 6��� � ��;

� K �, ���N� @<% � )�� � -���; �	� �# 
�"@�� 0�%+�W� �� ���,�� �� 
�5�' � 0��# ��; �� )��
!���� 
���� E56.1= � -���; K′

t = 0, x = 0, y = 0, z = 0 K �� 
P��� � ��;
t = γdt′, x = v dt, y = 0, z = 0 K �� 
6��� � ��;

>�D )�� �, $"?% ��'� ����R γdt′��; �� )�� �, �9Z�� K � ��	�'� �� 
��"��$% �# ��g 0�C�
��'� )#�' � �5�' � ��# � u"�1 +� �;�"# d�O@% � �5�' � ��# � u"�1 �# �'� )��

��405+ 
 ��6 #��%0 2 7%8 
 9��:�� E

� � ' � � " # 4� � ��'� ) #� ' K′ � �� 	�'� �� � # � �� � K � � t � �� �� , 
#2� 60


x′ = A′ + ∆x′ �, �J3� �� 
#2� � �; � zz′ = C′ 
y′ = B′ 
x′ = A′ �, �J3� �� 
#2�
��� K′ � ��	�'� �� 

#2� )�� � P�g ����� z′ = C′ + δz′ 
y′ = B′ + ∆y′

L0 =

√
(∆x′)2 + (∆y′)2 + (∆z′)2.

!� ��	$% L0 �� �9�5 )�C� �� 
�'� 
#2� � 0�&' � ��	�'� K′ � ��	�'� �# ��"# �8��
�
#2� � P�g�l�� �BD*JZ� �� 

#2� � 0�&'P� �g

�� 
#2� �# ��"# �8�� ��'� ��8 �( K � ��	�'� �� 
#2� )�� � P�g !�"�� � 0�"#�
P�g �� � 0��� ���� �, ��� ��� )��;P�3?% ��"#$% �#�D (v, 0, 0) � �5�' �� K � ��	�'�
�? � � 
� " @�� �T# 
#2� � � ; � �' t�� �� !� " � � � �# �'� )�� d�� O@% � 
#2� )�� � �
�@:� ��# )�� � 6�T�� +� 
�L �!�"# A��D �"#$% -Z� 
#2� � �; �� �� �' �# , ����� � P�g

� �' ��:G% �� ���$% 0��:; +� *B F% 
�'� �#�D � P�D �� , ��J8 ��"# 4�� `!���� P�F% �'�
��1 ����� 0��:; �� x�Z � 10 � �5�' �� ��J8 � �; � 
�'� �:G% �� S� � 10 � �5�' �� ��J8
�� !�"�� � ��� � ��� �B ?J8 ��:G% �; 0��:; �, �9Z�� � � �'� ���� � ��J8 � P�g �# �M	 0��;$%
0�� ;$% �# �'� U��Z )�� �� �: " ; �� " @�� �T# ��J 8 � � ; � �' t�� �� $"? � 
�tO � ��
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A. Shariati: Relativity; version 0.1, 2006/04/07

�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

d��O@% � 
#2� � P�g � )��?; �, ��� aL ������ ��J8 � P�g ��
√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

�8�� ��"@�� �T# t *B F% 
��� �, �tO� �� �� K � ��	�'� �� 
#2� )�� � �; ��' !�"��� ����
��""#$% �#�D (v, 0, 0) � �5�' �� K � ��	�'� �� �# ��� �J3� �� 
#2� � �; � �' �# ��"#

`���� ��g )�� 0��;$% �� 
#2� � �; � �' � 2�0�:. �, ����?%

�' x(t) = x0 + vt, y(t) = y0, z(t) = z0,

�; x(t) = x0 + ∆x+ vt, y(t) = y0 + ∆y, z(t) = z0 + ∆z.

��� K � ��	�'� �� 
#2� � P�g U��Z )�� �� �#

√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2.

)�� � )@�� � �, ��� ������ ∆z′ � 
∆y′ 
∆x′ �� , 2�� �( ∆z � 
∆y 
∆x �# �'� )�� �9��%
!�"��$% � 
!�"#$% ���M@'� (58.1= � -���; +� $"?� (56.1= � -���; � 0���� +� �J���

∆x′ = γ
(
∆x− v

c2
∆t

) ∣∣∣
∆t=0

= γ∆x,

∆y′ = ∆y,

∆z′ = ∆z.

�# ���$% ���� $	���' �� �. )�� +�

L :=

√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

=

√(
1 − v2

c2

)
(∆x′)2 + (∆y′)2 + (∆z′)2.

$"?� 

#2� � 0�&' � ��	�'� �� �# ,� ����+= ��� � x′ � ��O% � � 
#2� �, ����+ θ′ �	�
!���� �8� 01 
E���$% q��?; K′ � ��	�'�

L0 cos θ′ = ∆x′,

L0 sin θ′ =

√
(∆y′)2 + (∆z′)2.

)�� �� �"�

L = L0

√(
1 − v2

c2

)
cos2 θ′ + sin2 θ′.
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� 0�&'P� �g +� �;��;�# d��O@% � 
#2� � P�g �8� 01 
���� �MZ θ′ �	� �# ���	$% �J��� )��
d��O@% � 
#2� � P�g �8� 01 
θ′ = π/2 �	� �%�� zE1/γ � S��r �� ��= �'� 
#2� 01

� 
#2� � P�g ����!� 
0 < θ′ < π/2 $"?� 
$"���"�� �, �����D �� ��'� 01 � P�g�l�� 0�C�

�, �@'�� �� 
#2� �, ����+ �� ��5 �� )�� � ���� �%�� 
�'� 01 � P�g�l�� +� �;��;�# d��O@%
����� $	�@�� �5�'

�# ���$% q��?; K � ��	�'� �� �# ,� ����+= ���� x � ��O% �� 
#2� �, ����+ θ �	�
!���� �8� 01 
E�'� d��O@% 01 �� 
#2�

L cos θ = ∆x,

L sin θ =

√
(∆y)2 + (∆z)2.

`�'� )�� θ′ � θ � )�� �, �J���

tan θ =

√
(∆y)2 + (∆z)2

∆x
=

√
(∆y′)2 + (∆z′)2

∆x′

γ
= γ tan θ′.

� -&� �� �<� � ��	�'� �� � )�� � -���; �	� �# )�� 01 � 
!�@��	 !:% �, �T�@� �� S�;�; )�� ��
�� 0�� � �#�D � ���@%� �� S9Zb � 6��.� � P�g E1 `�8� 01 
���� (58.1= 01 � 0���� � (56.1=
U�N� @<% �, ����O% � � ��
#2� �, ����+ E2 )�� � � � " � � 
���$% �� ;�# 1/γ � S��r ��

����� ���T"' , ��	�'� �( �� ������+ )�� �# ���� )�� �� $	�@��

�����& 
 ����� F

� ���� � 
K � �� 	�'� �� 
q��? ; � � � " � �� "#$% �#�D �# � �� �K � �t � �� �� ,� ���p 61

��� ���p )�� � �5�'

u =
dx

dt
= (ux, uy , uz) ,

��� ���p )�C� � �5�' � ����� 
K′ � ��	�'� �� �

u′ =
dx′

dt′
=

(
u′

x, u
′
y , u

′
z

)
.
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��� �III ���

!�"��$% ,��	-�����M�� ��

dt = γ
(
dt′ + v dx′) ,

dx = γ
(
dx′ + v, dt′

)
,

dy = dy′,

dz = dz′.

!�"��$% dt �� dz � dy � dx � !��3; ��

ux =
u′

x + v

1 + vu′
x

(61.1)

uy =
u′

y

γ (1 + vu′
x)
,(61.2)

uz =
u′

z

γ (1 + vu′
x)
.(61.3)

�!����"� ��+ � -&� �� �� ��01 !����;$% �# �'� ���5�' � -���; �, �J��� )��

u‖ =
u′
‖ + v

1 + u′ · v ,(61.4)

u⊥ =
u⊥

γ (1 + u′ · v)
,(61.5)

�. )�� �� �#

γ = γ(v) =
1√

1 − v2
.

�# !�"#$% �8�� 0�"#�

1 − u · v = 1 − u‖ v

= 1 − u′
‖ v + v2

1 + u′
‖ v

=
1 − v2

1 + u′
‖ v
,

�. )�� +� �

(1 − u · v) (1 + u′ · v) = 1 − v2.
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�� !"�	�# � � � $�% &I '�% � ��
��� �III ���

`�'� )�� �T�@� ���# -D u′
⊥ � u′

‖ �, ��� �� E61.4= � E61.5= 0��;$% ��O;� )�� � �C# ��

u′
‖ =

u‖ − v

1 − u · v ,
u′
⊥ =

u⊥
γ (1 + u · v)

,

���	$% �T�@� )��
� �����+ �, ����C� �, �. �# ��1$% �'� �� S�;�; )�� �� ���5�' � -���; � 0����

� −v !���]K� v �, �. �� � 
!�"# 4�5 �� ��+$�

�E��"���� �� ��'�O% � U�����.= !���1$% �'� �� v � u′ � S�D �� �� u2 0�"#�

u2 = u2
‖ + u2

⊥(61.6)

= 1 − (1 − v2)(1 − u
′2)

(1 + u′ · v)2
(61.7)

u =

√
(u′ − v)2 − (u′ × v)2

1 − u · v ,(61.8)

=

√
(u′ − v)2 − c−2 (u′ × v)2

1 − c−2u · v ,(61.9)

�!�����$% ��+ � P��?% � -&� �� �� �� E61.7=

1 − u2 =
(1 − v2)(1 − u′2)

(1 + u′ · v)2
,(61.10)

γ(u) = γ(v) γ(u′)
(
1 + u′ · v

)
(61.11)

����$% �T�@� ��+ � !:% ����� �, ���W8 $	���' �� �. )�� +�
u′2 = c2 �	� �:"; � �	� u2 = c2 ����W8 62

u2 � u1 � ���R �, ���5�' �� 2 � 1 �, ���p �� 
K � �<� � A�(��( �� ��"# 4�� 63

0�G� u21 � ��C� �� �� 01 �# 
1 �, ���p �� ���� 2 �, ���p � �5�' 
q��?; �� �"� ��""# �#�D
�� ���� u1 � �5�' �� K1 � A�(��( )�� �# 
K1 � A�(��( �� 2 �, ���p � �5�' $"?� 
!���$%

!���� ,��9���	 � ������ �� ��"#$% �#�D K

uGalilean
21 = u2 − u1,(63.1)
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uGalilean
21 =

√
(u2 − u2)

2.(63.2)

!���� 
���5�' � vC. �, ��P�%�� �� �.� �; �� 
��� � ������ �� �%��

u
‖
21 =

u
‖
2 − u

‖
1

1 − u1 · u2
,(63.3)

u⊥
21 =

u⊥
2

γ(u1) (1 − u1 · u2)
,(63.4)

u21 =

√
(u2 − u1)

2 − (u1 × u2)
2

1 − u1 · u2
,(63.5)

=

√
(u2 − u1)

2 − c−2 (u1 × u2)
2

1 − c−2u1 · u2
.(63.6)

��5�' � ����� � 
���� v K �� ���� K′ �A�(��( ��5�' � ����� �	� 
$9�# ����D �� 64

u′ � v +� �'� , v��; K �� ���� ���p )�� ��5�' � ����� 
���� u′ K′ �� ���� ,���% �, ���p ��
���5�' �, $@����� �vC. � ���% �� !:% ����� ,� �@&� �!���$% 0�G� f(v,u′) � ��C� �� �� 01 �#

$9�# ����D �� �# �'� )��

f(u,v) �= f(v,u).


u = (0, u, 0) � v = (v, 0, 0) �	� !�"��� *B F% �; !�"# ��'�O% �'� $��# f�r�% )�� �0��� �,���
!���� �8� 01

f(v,u) = (v, u
√

1 − v2/c2, 0) ,

f(u,v) = (v
√

1 − u2/c2, u, 0) .
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��;�)6 
 ����� G

-�����M�� E61.3= � E61.2= � E61.1= +� A�@� � -���; �, �J��� � 0���1 �'� �� �, ��� 65

!���	$%

dux =
du′

x (1 + v u′
x) − v du′

x (u′
x + v)

(1 + v u′
x)2

=
1 − v2

(1 + v u′
x)2

du′
x

=
du′

x

γ2 (1 + v u′
x)2

,(65.1)

duy =
1

γ

du′
y (1 + v u′

x) − v du′
x u

′
y

(1 + v u′
x)2

,(65.2)

duz =
1

γ

du′
z (1 + v u′

x) − v du′
x u

′
z

(1 + v u′
x)2

.(65.3)

!�"��$% !�"# !��3; dt = γ (dt′ + v dx′) �� �� ��)�� �	�

ax =
a′x

γ3 (1 + v u′
x)3

,(65.4)

ay =
a′y

γ2 (1 + v u′
x)2

− v a′x u
′
y

γ2 (1 + v u′
x)3

,(65.5)

az =
a′z

γ2 (1 + v u′
x)2

− v a′x u
′
z

γ2 (1 + v u′
x)3

.(65.6)

����� ��+ � -&� �� 0��;$% �� ���J��� )��

a‖ =
a′
‖

γ3 (1 + v · u′)3
,(65.7)

a⊥ =
a′
⊥

γ2 (1 + v · u′)2
− u′

⊥ v · a′

γ2 (1 + v · u′)3
.(65.8)

)�� �# 
��� � �MZ ���,�� �� �� K′ � �<� � ��	�'� �� ���p � �5�' ��"#4�� 66

$�1 � 0�&' � ��	�'��� K′ � ��	�'� 
���,�� )�� �� � u = v 
��� � ���,�� )�� �� $"?�

�, ���J��� �� �.� �; �� �!�%��$% ���p � A�@��l�� �� ��	�'� )�� �� ���p � A�@� ��'� ���p 01 �, ���
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!���� A�@� � -���;

a‖ = γ−3 (u) aRF
‖(66.1)

a⊥ = γ−2 (u) aRF
⊥ .(66.2)

n 
 !���' 
 ���)�� !� *
+ ,II -)���. 
� ��*
+ H

� z � 
y 
x �, ����O% �� S�;�; �� K′ ���K@'� � z′ � 
y′ 
x′ �, ����O% !�"# 4�� 67

v′ K′ �� ���� K ��5�' � ����� � 
v K �� ���� K′ ��5�' � ����� � 
�"��� ,+��% K ���K@'�
�����

v = ( v1 v2 v3 )� ,

v′ = ( v′1 v′2 v′3 )� .

�"��� ,+��% K′ � K �, ����O% �	�

v′ = −v or v′j = −vj .

��'� >��?% E$	����.�� ��= $	��� ��� � -Z� � 6�� �� ����	 )��
!�"#$% ���� �� x′ � x � ����� �� 68

x = (x1, x2, x3) = (x, y, z),

x′ = (x′1, x′2, x′3) = (x′, y′, z′),

!�"#$% q��?; �

v := |v| = |v′| n := v/v = −v′/v, n =: (n1, n2, n3)

x|| := x · nn, x⊥ := x − x||,

x′
|| := x′ · nn, x′

⊥ := x′ − x′
||.

��'� , �� ��K@'� �� �� �� n �# ���$% �T�@� $	��� ��� �-Z� +�
�!����"� ��+ �-&� �� �� (56.1= �-���; !����U$% �"�� 69

x′
⊥ = x⊥, x′

|| = γ(x|| − vt), t′ = γ
(
t− |x||| v

c2

)
,
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!�"��$% x′
|| �� x′

⊥ �0����� �� �

x′ = x + (γ − 1)x|| − γvt = x + (γ − 1)x · nn − γvt,

����� ��g )�� $;��#� �, ���M����% �S�D�� �� 01 0��;$% �#

x′
i = xi + (γ − 1)

3∑
j=1

xjnjni − γvit .

��'� �'���' !� $��%+ �
<� �)@���

t′ = γt− γ

3∑
j=1

vjxj .

�!����"� ��+ �, $���;�% � -&� �� �� �J��� �� )�� !����;$% j�D

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t′

x′

y′

z′

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ −γ v1
c2

−γ v2
c2

−γ v3
c2

−γ v1 1 +
γ − 1

v2
v2
1

γ − 1

v2
v1 v2

γ − 1

v2
v1 v3

−γ v2 γ − 1

v2
v2 v1 1 +

γ − 1

v2
v2
2

γ − 1

v2
v2 v3

−γ v3 γ − 1

v2
v3 v1

γ − 1

v2
v3 v2 1 +

γ − 1

v2
v2
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

x

y

z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

��'� ��+ � -&� �� �J��� )�� � 0���� �# ��� 0�G� 0��;$% ��'�O% , !# ��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t

x

y

z

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ γ
v1
c2

γ
v2
c2

γ
v3
c2

γ v1 1 +
γ − 1

v2
v2
1

γ − 1

v2
v1 v2

γ − 1

v2
v1 v3

γ v2
γ − 1

v2
v2 v1 1 +

γ − 1

v2
v2
2

γ − 1

v2
v2 v3

γ v3
γ − 1

v2
v3 v1

γ − 1

v2
v3 v2 1 +

γ − 1

v2
v2
3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

t′

x′

y′

z′

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

0�G�B(v) � ��C� �� �� 01 � !�%��$% 7��� � ��� ��� ���n �. )�� �� �# �� , 4 × 4 �a��;�%
�!���$%

B(v) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γ γ
v1
c2

γ
v2
c2

γ
v3
c2

γ v1 1 +
γ − 1

v2
v2
1

γ − 1

v2
v1 v2

γ − 1

v2
v1 v3

γ v2
γ − 1

v2
v2 v1 1 +

γ − 1

v2
v2
2

γ − 1

v2
v2 v3

γ v3
γ − 1
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